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Apresentacao

A Revista da Olimpiada Regional de Matemdtica (ORM) de Santa Cata-
rina tem por objetivo divulgar esta Olimpiada e a Olimpiada Brasileira de
Mateméatica (OBM). A ORM ocorreu em 2004 em sua 7% edi¢do contando com
o apoio, externamente, da Sociedade Brasileira de Matemdtica (SBM) e do In-
stituto do Milénio - Avango Global e Integrado da Matemética Brasileira (IM-
AGIMB), e internamente das Pré-Reitorias de Cultura e Extensdo (PRCE), de
Assuntos Estudantis (PRAE) e de Ensino e Graduagao (PREG) da Universi-
dade Federal de Santa Catarina. Ela é realizada como um projeto de extensao
do Departamento de Matematica, com a participacao de um grupo de profes-
sores e de alunos com bolsas da PRCE, alunos do PET - Matemética e alunos
colaboradores, todos do Curso de Matemaética da UFSC.

Neste segundo ntimero da Revista apresentamos as provas (com solugoes) da
IV, V e VI ORM (anos 2001, 2002 e 2003 respectivamente), artigos dos profes-
sores da UFSC Licio Hernanes Bezerra e William Glenn Whitley, participantes
do projeto da ORM, solucbes de problemas propostos no numero anterior e
novos problemas propostos. Este nimero foi financiado através do programa
PROEXTENSAO 2003, do Departamento de Apoio & Extensio (DAEx) da
PRCE da UFSC, e pelo IM - AGIMB, sendo apresentado na 4* Semana de
Ensino, Pesquisa e Extensado (SEPEX) da UFSC em setembro de 2004.

Solicitamos a todos os interessados que nos enviem sugestoes, problemas
e solugoes de problemas propostos, e que submetam artigos para analise do
Comité Editorial e publicagao nesta Revista.

Nossa intencao ¢ atingir o maior nimero de escolas em Santa Catarina e,
se possivel, divulgar a ORM por todo o pais. As escolas que nao tiverem rece-
bido este segundo niimero poderao solicitar um exemplar entrando em contato
conosco ou consultando nossa pagina. Nossa esperanga é que, algum dia, todas
as escolas do Estado estejam participando das Olimpiadas de Matematica.

Florianépolis, 14 de outubro de 2004.

José Luiz Rosas Pinho
Coordenador das Olimpiadas de Matematica de Santa Catarina

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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Problemas 11

Problemas
Nivel 1

1. Lalé, Lelé e Lili sao trés amigas que moram juntas em Lobélia. Porém,
Lald s6 fica em Lobélia sexta, sébado e domingo, pois fica em Lupércio
durante o resto da semana. Considerando que um més tem trinta dias e
quatro finais de semana, responda:

(a) Como deve ser feita a divisdo, entre as trés amigas, das despesas
fixas de moradia e alimentagdo de R$ 840,00, de modo que essas
despesas sejam divididas proporcionalmente ao tempo de permanéncia
de cada uma em Lobélia?

(b) Quanto dinheiro sobra para Lald para outras despesas sabendo-se
que ela ganha R$ 2.004,00 por més e, além das despesas em Lobélia,
gasta R$ 1.100,00 sozinha para manter um outro apartamento em
Lupércio?

2. Considere a “mdaquina de transformar ntimeros”, que funciona conforme
as seguintes regras:

(a) recebe um nimero e remove seu primeiro algarismo, guardando o
numero resultante;

(b) pega o resultado de (a), inverte a ordem dos seus algarismos e guarda
0 numero;

(c) soma os algarismos do nimero gerado em (b) e anexa a soma ao
lado direito do ntimero;

(d) mostra o resultado final.

Exemplos: e 9987 — 987 — 789 — 78924.
e 1023 — 23 — 32 — 325.

ALERTA! No sistema posicional de representagao de nimeros, nao se
permite o algarismo ‘0’ no lado esquerdo da representagao.

Ache um numero de quatro algarismos que nao é alterado por esta “méaquina”.
H4 outro?

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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3. Numa sala ha doze caixas, de mesma aparéncia externa, contendo barras

de ouro. Cada barra de ouro pesa 1 kg. Sabe-se que nenhuma caixa esta
vazia. As caixas s@o repartidas em quatro grupos de trés caixas cada e,
ao serem pesados, verifica-se que a totalidade de ouro em cada grupo é
de 7 kg. Em seguida, as caixas sao repartidas em trés grupos de quatro
caixas cada, e, ao serem pesados, verifica-se que ha um grupo com 19 kg
de ouro, um com 4 kg e o terceiro com 5 kg. Qual é a maior quantidade
de barras de ouro que estéd colocada em uma caixa? Quais sao as possiveis
distribuigoes das barras nas caixas?

. O Sr. Silva sai de sua cidade natal para trabalhar em Shangrild. Ele chega

em Shangrild no unico navio que serve esta cidade em 3 de agosto de 1845
e 14 fica trabalhando até 2 de agosto de 1846, inclusive. Depois, ele tira
vinte dias de férias visitando cidades préximas a Shangrila. Sabendo que
o navio chega em Shangrild a cada 27 dias de manha cedo e parte no
mesmo dia a noite, qual serd a primeira data em que ele podera voltar
para a sua cidade natal?

. Considere o ladrilho quadrado, ao lado,

subdividido em regides. Apresente uma
maneira de colorir estas regioes com o

minimo possivel de cores, de modo que,

ao formar um quadrado com nove desses \><‘
ladrilhos, regides contiguas tenham cores

diferentes. ‘

e Observagao: Se uma regiao tem apenas M

um vértice em contato com um lado ou um
vértice de outra regiao, entao tais regioes
nao sao consideradas contiguas.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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Nivel 2

1. A sociedade kardaliana usava um sistema posicional com apenas quatro
algarismos distintos para representar os nimeros naturais: «—, —, T e |.
Eles desenvolveram as operagoes de adicao e multiplicagao e descobriram
que as operagoes que envolvem somente adi¢ao ou multiplicacao podiam
ser reordenadas ou agrupadas de qualquer modo sem alterar o resultado
(propriedades associativa e comutativa) e que a multiplicagao distribuia
sobre a adigdo (z x (y+z) = (x X y) + (z X 2)). Os valores bésicos das
operacgoes sao dados abaixo:

tlle] =1 1T [ x|=l=] 1 [

(a) Qual é a representacao no sistema kardaliano para o nosso ‘0’ e para
0 nosso ‘1’7

(b) Qual é o primeiro nimero que é representado com dois digitos? E
com trés digitos?

(¢) Qual é a relagdo entre os dois nimeros do item (b)?
(d) Represente o valor da seguinte expressao no sistema kardaliano:

(=] x 1)+ |—1.

2. Considere a “méaquina de transformar nimeros”, que funciona conforme
as seguintes regras:

(a) recebe um niimero e remove seu primeiro algarismo, guardando o
nimero resultante;

(b) pega o resultado de (a), inverte a ordem dos seus algarismos e guarda
0 numero;

(¢) soma os algarismos do nitmero gerado em (b) e anexa a soma ao
lado direito do ntmero;

(d) mostra o resultado final.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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Exemplos: e 9987 — 987 — 789 — 78924.
e 1023 — 23 — 32 — 325.

ALERTA! No sistema posicional de representagao de nimeros, nao se
permite o algarismo ‘0’ no lado esquerdo da representagao.

Ache um ntumero de cinco algarismos que néo é alterado por esta “maqui-
na”. H& outro?

. Encontre primos p e g tais que 167p 4+ ¢ = 2004.

. Numa sala ha doze caixas, de mesma aparéncia externa, contendo barras

de ouro. Cada barra de ouro pesa 1kg. Sabe-se que nenhuma caixa esta
vazia. As caixas s@o repartidas em quatro grupos de trés caixas cada e,
ao serem pesados, verifica-se que a totalidade de ouro em cada grupo é
de 7kg. Em seguida, as caixas sao repartidas em trés grupos de quatro
caixas cada, e, ao serem pesados, verifica-se que ha um grupo com 18kg
de ouro, um com 4kg e o terceiro com 6kg. Qual é a maior quantidade de
barras de ouro que estd colocada em uma caixa? Quais sao as possiveis
distribuigoes das barras nas caixas?

. O Sr. Silva saiu de Eldorado e chegou em Shangrild em 3 de agosto de

1845 no navio Estrela do Leste, o tnico que serve Shangrild e que por
14 passa a cada vinte e sete dias. O Sr. Silva trabalhou em Shangrila
até 17 de julho de 1849, inclusive, tirou férias e viajou de diligéncia na
manha do dia seguinte para a Terra do Sonho. A viagem entre essas duas
cidades dura setenta e duas horas. Sabemos que o navio sempre chega em
Shangrila de manha cedo e parte no final da tarde do mesmo dia, e que ha
duas diligéncias didrias da Terra do Sonho para Shangrild, uma partindo
as oito e outra as vinte horas. Apods permanecer dez dias na Terra do
Sonho, em que dia o Sr. Silva deve partir de volta para Shangrila para
pegar o primeiro navio disponivel para voltar a Eldorado, considerando
que ele quer permanecer o maior tempo possivel na Terra do Sonho?

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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Nivel 3

1. Considere o quadrildtero ABCD da figura
em que AB=2, AE=DE=1, BE 1 AD,
AEBC = 60° ¢ £DCB = 60°. Qual é a ¢
area do JABCD?

2. A sociedade kardaliana usava um sistema posicional com apenas quatro
algarismos distintos para representar os niimeros naturais: «—, —, T e |.
Eles desenvolveram as operagoes de adicao e multiplicagao e descobriram
que as operagoes que envolvem somente adicdo ou multiplicagao podiam
ser reordenadas ou agrupadas de qualquer modo sem alterar o resultado
(propriedades associativa e comutativa) e que a multiplicagao distribuia
sobre a adigdo (z X (y+ 2) = (z X y) + (x X 2)). Os valores bésicos das
operagoes sao dados abaixo:

tll] -] 1T [ x| =l=] 1 [

(a) Qual é a representacio no sistema kardaliano para o nosso ‘0’ e para
0 nosso ‘1’7

(b) Qual é o primeiro nimero que é representado com dois digitos? E
com trés digitos?

(¢) Qual é a relagéo entre os dois nimeros do item (b)?

(d) Represente o valor das seguintes expressoes no sistema kardaliano:
i ol 1T+ LT
il. =] X T« x |—T.

3. Considere a “maquina de transformar nimeros”, que funciona conforme
as seguintes regras:

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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(a) recebe um niimero e remove seu primeiro algarismo, guardando o
nimero resultante;

(b) pega o resultado de (a), inverte a ordem dos seus algarismos e guarda
0 numero;

(c) soma os algarismos do numero gerado em (b) e anexa a soma ao
lado direito do ntimero;

(d) mostra o resultado final.

Exemplos: e 9987 — 987 — 789 — 78924.
e 1023 — 23 — 32 — 325.

ALERTA! No sistema posicional de representagao de nimeros, nao se
permite o algarismo ‘0’ no lado esquerdo da representagao.

Quais s@o os numeros de seis algarismos que nao sdo alterados pela
“méaquina’” ?

16 32
+ " definida nos pontos do intervalo
T —

4. Considere a funcao f(z) = 1
[0, 3], exceto nos pontos 1 e 2. Suponha que L é uma lista de nimeros,
em ordem crescente, que comeca em zero, termina em 3 e tal que os pares
de nimeros consecutivos de L dividem o intervalo em quinhentos sub-
intervalos de comprimentos iguais. Qual ponto = de L faz com que f(z)
seja o maior valor possivel?

5. Encontre primos p e ¢ tais que 25p + g = 2004, com 400 < g < 600.

Vocé Sabia? Um nimero é dito regular se sua decomposicao em
fatores primos apresenta apenas poténcias de 2, 3 e 5. Exemplo: 60

é um nimero regular, pois 60 = 22 -3 - 5.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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Solucgoes

Nivel 1
1. (a)

(b)

Lala fica em Lobélia 3 dias por semana, nas quatro semanas (4 fins
de semana) do més. Portanto Lald fica 12 dias por més em Lobélia.
Assim 30 das despesas do més devem ser repartidas entre as trés

amigas, e o resto entre Lelé e Lili:
12
%x840=336 e 336 +3 =112

Agora, 840 — 336 =504 e 504 + 2 = 252.
Ainda: 252 + 112 = 364. Portanto Lald pagard R$112,00 e Lelé e
Lili R$ 364,00 cada uma.

1100 + 112 = 1212. Assim sobram pra Lala 2004 — 1212 = 792 reais
por meés.

2. Seja abed um nimero em que a, b, ¢, d, sdo algarismos com a # 0 (ntimero
de 4 algarismos). Entdo a mdquina faz o seguinte:

abcd — bed — dcb — dcbz,

em que x deve ser a soma dos algarismos d, ¢ e b. Por outro lado, como
queremos que abcd nao seja alterado por esta méaquina, teremos duas
possibilidades:

(i)

(i)

d # 0. Neste caso, x deve ser igual a d, ou seja, a soma de d,b, e
c deve ser igual a d. Mas isto implica que a soma de b com c seja
igual a zero, o que é impossivel.

d =0 e teremos:
abc0) — bc) — cb — cbux,

em que z = b+c e esta soma deve ser um nimero de dois algarismos
terminado em zero. A tnica possibilidade é x = 10. Portanto temos:

abc0 — bc0 — cb — ¢b10.

Dai concluimos: ¢ =1, a = ¢ = 1. Como b+ ¢ = 10, temos b = 9.
Portanto o ntimero (o tinico) que nao se altera pela méquina é: 1910.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



18 VII ORM (2004)

3. Pela reparticao em quatro grupos de trés caixas, cada um pesando 7 kg,
sabemos que o total de ouro nas caixas é 28 kg (4 x 7). Como nao hd
caixas vazias, e como na reparticao em grupos de quatro caixas ha um
grupo pesando 4 kg e outro pesando 5 kg, teremos para estes grupos:

4kg + bHkg + 19kg =28

[]

[]

[]

[]

Portanto, pelo menos 7 caixas possuem exatamente 1 kg de ouro cada.
Olhando a distribuicao em quatro grupos de trés caixas cada teremos:

7 kg 7 kg 7Tkg T7kg

Observe que esta é a unica distribuicao possivel das barras de 1 kg nas
caixas dos grupos e que a caixa com 2 kg deve pertencer ao quarto grupo.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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Portanto 3 caixas devem conter 5 kg de ouro e a ultima caixa do quarto
grupo deve conter 4 kg de ouro. Estas tltimas caixas compoem o terceiro
grupo de 4 caixas:

5+5+5+4=19.

Portanto a maior quantidade de ouro em uma caixa é 5Kg e ha uma tnica
distribuicao possivel.

4. O Sr. Silva trabalhou exatamente 365 dias. Tirou 20 dias de férias, ou
seja, de 3 de agosto de 1846 a 22 de agosto de 1846 (inclusive). Portanto,
desde sua chegada a Shangrila até o dia 22 de agosto de 1846 passaram-se
385 (365+20) dias. Mas

385 =27 x1447.

Portanto o dltimo navio passou em Shangrild no dia 16 de agosto de 1846
(de 16 a 22 de Agosto, inclusive sdo 7 dias). O préximo navio passard
daqui a 27 dias. Contando, temos 15 dias em agosto (sem contar o dia
16 até 31 de agosto). Mais 12 dias em setembro e teremos 27 dias.

Portanto o Sr. Silva podera voltar para sua cidade natal no dia 12 de
setembro de 1846 (se quiser voltar na primeira data possivel).

5. Com uma cor é obviamente impossivel. Com duas cores também é im-
possivel pois ha regioes contiguas com um mesmo lado contiguo a duas
outras regioes:

Vejamos entao com 3 cores. Uma possibilidade é (cores 1, 2 e 3):

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



20 VII ORM (2004)

3 L2 3
3 2 3

1 1 1

1 2|3 2

2 3 2 1

Mas essa possibilidade nao permite juntar os ladrilhos lado a lado nem
um sobre o outro (mesmo rotacionando-os). Uma solugao é:

3 2|3 2
! 3

2 |3 > 1

3 b3 1

1 2 1 2

Nessa solugao os ladrilhos devem ser colocados na posicao indicada sem-
pre. Ha outras solugoes.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006
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Nivel 2

Pelas tabelas vemos que «— corresponde ao nosso “0”, pois somado
com qualquer um dos outros algarismos nao os altera, e que —
corresponde ao nosso “1”, pois multiplicado com qualquer um dos
outros algarismos nao os altera.

O primeiro nimero representado por 2 digitos é —« (observe que
na tabela da adicao este é o primeiro nimero que surge nas linhas
2, 3 e 4). O primeiro nimero com 3 digitos deve ser entdo —«—«—
(corresponderia ao “100”em um sistema posicional de 4 algarismo).

Observe que usando a distributividade temos:

T X(—><—) = (—) + —>)X(—><—) = X = 4+ = X —se=—
+ —+«—, pois — nao altera o niimero na multiplicacao.
Prolongando-se a tabela de adicao é facil ver que

—— + —>—=T« ou seja, T x(—+).
Dai conclui-se que
| x(—=«) =]«

e que

—é— X —é—=—3¢—4—, Ol seja, —+—+«— & 0 quadrado de —+«

Esse raciocinio (com as propriedades distributiva e associativa) per-
mite ver que as operacoes nesse sistema podem ser feitas como no
nosso sistema decimal ( como por exemplo: 3-8 = 24, escrevemos o
4 “vao”2).

E isso que usaremos, na pratica, para o préximo item.

—] x T—=|T«, pois:

- |

X T
I+—=) 1

| T <

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



22 VII ORM (2004)

e [T+ l=1==1l1, pois:

T
| - 1 +
- 1 I 1

2. Seja abcde um ndimero de 5 algarismos (a # 0). Entado a maquina faz:
abcde — bede — edcb — edcbx, onde

r=e+d+c+b

Temos entao duas possibilidades:

e ¢ # 0. Neste caso, como x = 2 (para o ntimero néo se alterar), entao
e=e+d+c+b, ouseja, d+c+b=0, que é impossivel (isto se
b #0).

e ¢ = 0. Neste caso temos: abcd0 — bed0 — decb — debzx, onde x
deve ser um ntumero de 2 algarismos terminado em zero.Tem-se que
x=d+c+b. (Note que aqui b # 0 pois, caso contrario, terfamos
x=d+ cex com 3 algarismos). H4 entao duas possibilidades:

(a) x=10=d+c+b. Masentdiod=1,a=d=1,b=c.
Segue-se que b+ ¢ =9, o que é impossivel, pois b = c.

(b) x=20=d+c+b. Entaod =2, a =d =2, b = ¢. Segue-se que
b+ c=18 e dai b =c¢ =9 (lnica resposta).

Portanto o nico nimero que nao ¢ alterado pela maquina é 29920.
3. Note que 2004 = 167 - 22 - 3. (167 ¢ primo)
Assim:

167p + ¢ = 167 - 12, ou ¢ = 167(12 — p)

Como ¢ deve ser primo, entao 12 —p =1, ou seja, p = 11.
Logo p =11 e ¢ = 167.

4. Analisando-se os 3 grupos de 4 caixas, e sabendo que nenhuma caixa estd
vazia, temos:
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4 kg 6 kg 18 kg
(1] O O
O O
O O
O O

5

Unica possibilidade duas possibilidades
As duas possibilidades s&o:

e 1+1+1+3=6
e 1+1+24+2=6

No primeiro caso hé pelo menos 7 caixas com exatamente uma barra.
Olhando para os 4 grupos de 3 caixas teremos a Unica possibilidade:

-3
o
o
-3
o
o
-3
o
o
i
o
o

[~]-]
[~]-]
[~]-]
<] ]

— (a caixa de 3 kg deve estar aqui)

— 18 kg

No segundo caso temos pelo menos 6 caixas com exatamente uma barra.
Entao temos duas possiveis solucoes, olhando nos grupos de 3 caixas:

ot

— (as caixas com 2 kg devem estar aqui)

[ =]=]
[ ]=]=]
[ ]=]~]
[e2[ro] 2]

ou

«— (as caixas com 2 kg devem estar aqui)

[ =]=]
[ ]=]=]
(=[] ]
(=[] ]

Portanto a maior quantidade de ouro em uma caixa é 5 kg, e ha 3 possiveis
distribuigoes.
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. De 3 de agosto de 1845 a 2 de agosto de 1849 (inclusive), temos 4 anos

completos (sendo 1 bissexto: 1848). Assim temos:

4-365 4+ 1 = 1461 dias, neste periodo

O Sr. Silva nao trabalhou todos estes dias mas ele viajou por 3 dias,
da manha de 18 de julho de 1849 a manha 21 de julho de 1849, quando
chegou & Terra do Sonho. Ele permanece (pelo menos) 10 dias 14: da
manha de 21 de julho até a noite de 30 de julho (ou até a manha de 31 de
julho). Se ele voltasse para Shangrild no dia 30 de julho (de manha ou a
noite), ele chegaria 14 no dia 2 de agosto (de manha ou a noite). Assim,
depois que chega a Shangrild saindo de Eldorado (no dia 3 de Agosto de
1845) até o dia 2 de agosto de 1849 (possivel volta da Terra do Sonho)
passaram-se 1461 dias. Mas

1461 =27 -54 43

Assim, o navio ja haverd passado 3 dias antes, ou seja, no dia 30 de
julho. O préximo navio passard 27 dias depois, ou seja, no dia 26 de
agosto. Assim, Sr. Silva deve partir de Shangrild no dia 23 de agosto
(pela manha), para chegar no dia 26 de agosto, pela manha, e tomar o
navio neste mesmo dia no final da tarde.

Vocé Sabia? Os nimeros transcendentes sao os nimeros que nao
sao algébricos. Nao existe nenhum polinomio de coeficientes inteiros
de que sejam raiz. O nimero 7, por exemplo, é um nimero
transcendente porque nao se pode obté-lo como raiz de nenhum
polinémio de coeficientes inteiros. Os nimeros transcendentes sao
infinitos e h4 muito mais nimeros transcendentes do que nimeros
algébricos (que sdo aqueles que se podem obter como raiz de um
polinémio de coeficientes inteiros). Raiz de 3 é um nimero
algébrico, ja que é solucio da equacdo 22 — 3 = 0.
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Nivel 3

Tracemos BD. Como BE ¢ altura e

mediana do AABD, entao AB = BD.

A Mas AB = 2 = AD. Logo, o AABD &

equildtero. Assim, LEFBD = 30°. Segue

1. que £DBC = 30° (pois £EBC = 60°) e,

2.

como £DCB = 60°, 0o ABCD é retangulo
em D e, portanto, semelhante ao AABE.
Mas BE- = AB —EQ =4—-1=3. Logo,
BE = /3.

Assim, da semelhanca, temos:

Assim:

Portanto, Aqapcp = \/g +

BD
BE

CD 2 CD ———

AFE 3 1 3
2%x+/3

ApaBD = 5 =3
2V/3

ABCD = 5 =3

23 5V3
3 3

(i) Pelas tabelas, vemos que « corresponde ao nosso ‘0’, pois ele so-
mado a qualquer um dos outros algarismos nao os altera, e que —
corresponde ao nosso ‘1’, pois multiplicado por qualquer um dos
outros algarismos ele nao os altera.

(ii) O primeiro nimero representado por dois digitos é —«— (observe
que, na tabela da adicao, este é o primeiro niimero que surge nas
linhas 2, 3 e 4). O primeiro nimero com 3 digitos deve ser, entao,
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—+«—<« (corresponderia a ‘100’ em um sistema posicional de 4 al-
garismos).

(iii) Observe que usando a distributividade temos:
Tx(—><—):(—>+—>)x(—><—):—> X —— + — X ——=
—+«— + —+«— pois — nao altera o nimero na multiplicacao.

Prolongando-se a tabela da adigao, é facil ver que

—— + H(—:T(—7 ou Seja,, T X(*}H) :TH :

Dali, conclui-se que | X(—+«) =]« e que (—«) X (o) =,
ou seja, —«—«— é o quadrado de —+«. Esse raciocinio (com as pro-
priedades distributiva e associativa) permite ver que as operagoes
nesse sistema podem ser feitas como no nosso sistema decimal (como,
por exemplo, 3 x 8 = 24: escrevemos o 4 e “vao” 2). E isso que
usaremos no proximo item.

(iv) (—=le) +(1—=T1)+{U=T) =, pois:

(=) (=)
— | —
T - T +
! < 1
— l — —
(v) (=] x Te)x [=1=(]1<)x |—T, pois:
- |
X T —
T + =) 1
|
! T -

Entdo, [T« x l—>T:.

3. Seja abcdef um ndmero de seis algarismos (com a # 0). Vejamos:
abcdef — bedef — fedch — fedcbx.
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(a) f # 0. Entao:

(i) ou b # 0, mas, neste caso, © = fex = f+e+d+c+b.
Impossivel.
(ii) ou b = 0. Temos, entdo:
e ¢ # 0. Neste caso, aOcdef — cdef — fedc — fedcx, em
que z tem dois algarismos, x = f + e+ d+ ¢ = 10e + f.
Dai, d+c¢=9e. Mas entao,a= f,b=e=0ed+c =0,
o que faria ¢ = 0. Contradigao.
e ¢ = 0. Neste caso, a00def — def — fed — fedx, em que
r = f+e+de tem trés algarismos. Impossivel.

Entao, s6 resta o caso:

f=0.

Se b = 0, teremos: alOcde0 — cde0 — edc — edcx, em que T =
e +d+ c e tem trés algarismos. Impossivel. Entao, se f = 0,
devemos ter b # 0. Dai: abede0 — bede) — edcb — edcbz, em
que x deve ter dois algarismos e x = e+ d+ c+ b = 10e. Entao
d+c+b=9e. Além disso, a = e e b = d. A soma méaxima de trés
algarismos é 27. Assim, temos:

(i) e =0; neste caso, d+c+b=0=d =c=0b=0. Impossivel.
(ii) e =1; neste caso,a =e=1ed+b+c=09.

c=1 = d=b=4 = 141410
c=3 = d=b=3 = 133310
c=5 = d=b=2 = 125210
c=7 = d=b=1 = 117110
c=9 = d=b=0 = Impossivel
(iii) e =2; neste caso, a =e=2ed+c+b=18
c=0 = d=b=9 = 290920
c=2 = d=b=8 = 282820
c=4 = d=b=7 = 274720
c=6 = d=b=6 = 266620
c=8 = d=b=5 = 258520
(iv) e = 3; neste caso, a=e=3 ed+c+b=2T=b=c=d=9=

399930.
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4. Para valores de x proximos de 1 a primeira fracao, em valor absoluto, é

“muito grande”. O mesmo vale para valores de x préximos a 2. Vamos
analisar os valores f(z) para os quatro pontos da lista L mais préximos

1 2. Os 3 L sao: — —
de 1 e de Os pontos de L sao: 0, £00° 500°

tomar o maior valor da lista menor do que 1, o menor valor maior do que

1, o maior valor menor do que 2 e o menor valor maior do que 2. Sao
498 501 999 1002

500" 2 7 5000 * T 500 4 T 500
O valor x; estd descartado, pois f(z1) < 0. Descartamos também xj,
pois: |z3 — 2| < |zg — 1|, 0 que nos da
1 < 1 16 < 16 < 32
ou )
lzs =1 fzz =2 fws -1  |zs—2[  [zs -2

etc. Devemos, entao,

eles: x1 =

respectivamente.

2
Como 5 < 0, tem-se f(z3) < 0.

I3 —
Vamos analisar f(z2) e f(x4):

16 32 32 x 500 497
f(xz)zﬁ_ +@_2:16x500—wzl6x500x@.
500 500
16 32 16 x 500 32 x 500 503
500 500

9 503
Mas 199 < 1< 509" Logo, f(x4) é o maior valor.

. De 400 < ¢ < 600, temos —600 < —g < —400.

Portanto 2004 — 600 < 2004 — g < 2004 — 400 = 1404 < 25p < 1604 =
= 56,16 < p < 64,16.

Os primos nessa faixa sdo 59 e 61. Se p = 59, ¢ = 2004 — 25 x 61 = 529.
Porém, 529 = 232. Se p = 61, ¢ = 2004 — 25 x 61 = 479. Este ntimero é

primo (basta testar a sua divisibilidade por primos até o 19). Portanto,
p==61eq=479.
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Premiados

(em ordem alfabética por nivel e por tipo de medalha)

Nivel 1
Ouro
e Carolina de Paula Peters (Colégio Salesiano de Itajaf)
e Igor Hinnig Wolniewics (Centro Educacional Menino Jesus)

e Marina Freitas Klein (Sociedade Divina Providéncia Colégio Sagrada
Familia)

e Natan Cardozo Leal (E.E.B. Orestes Guimaraes)

e Vitor Costa Fabris (Associacao Beneditina da Providéncia - Colégio Sao
Bento)

Prata

e André Mateus Netto Spillere (Associagao Beneditina da Providéncia -
Colégio Sao Bento)

Ingrid Knochenhauer (Educandério Imaculada Conceicao)

Julia Pinheiro Machado (Sitio Escola Sarapiqud)

Larissa Miranda Hinisch (Colégio Coracao de Jesus)

Natsue Eccel Mizubuti (Colégio Santo Anténio )
e Renan Henrique Finder (Colégio dos Santos Anjos)
Bronze
e Aline Péterle (E.E.B. Municipal Aurora Péterle)
e Camille Fiamoncini Mattos (Educandério Imaculada Conceicao)

e Eduardo Machado Capaverde (Colégio Coragao de Jesus)

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



30 VII ORM (2004)

e Guido Quint Tonelli Santos (Educanddrio Imaculada Conceigao)

o Jenifer Wegert (IMA - Instituto Maria Auxiliadora)
Mencao Honrosa

e Alexandre Schmidt Ferreira (Colégio Murialdo)
e Ana Carolina Paterno (Escola Municipal Governador Pedro Ivo Campos)

e Ana Luiza de Amorim (Sociedade Divina Providéncia Colégio Sagrada
Familia)

e Ana Paula de Assis Schimidt (Centro Educacional Menino Jesus)
e Beatriz Luzia Wetzel (E. E. F. Professor Emir Ropelato)

e Bernardo de Sousa Valverde (Educandério Imaculada Conceigéo)
e Betina Leitao Mehl (Colégio Nova Era)

e Brenda Schmitt de Araujo de Mattos (Colégio de Aplicagao da UFSC)
e Bruno de Almeida L. C. Silva (Colégio Catarinense)

e Bruno de Brida (Alpha Objetivo)

e Carlos Eduardo Rosar Kés Lassance (Colégio Catarinense)

e Carolina Brandt (Colégio Superagéo)

e Carolina de Borba Albino (IMA - Instituto Maria Auxiliadora)

e Denise Albertazzi Gongalves (Centro Educacional Menino Jesus)
e Douglas Paute (Escola Municipal Governador Pedro Ivo Campos)
e Eduardo Biscoli Brandao (Colégio Superagéo)

e Eduardo Luis Festa (Aster Centro Educacional)

e Eduardo Santos da Silveira (Associagao Beneditina da Providéncia - Colégio
Sao Bento)
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e Elton Kasmirski (Colégio Nova Era)

e Eun Sol Cho (Colégio Nossa Senhora de Fatima)

e Felix Li Han Huang (Aster Centro Educacional)

e Gabriel Fischer de Moraes (Colégio Santo Antdnio )

e Gabriel Thom (Colégio Sinodal Ruy Barbosa)

e Gabriela Ribeiro Sumar (Colégio Coragao de Jesus)

e Gilson Vilain Machado (Colégio Dom Jaime Cémara)

e Gustavo David Ludwig (Colégio Coragao de Jesus)

e Gustavo Della Bruna N. (Colégio Nossa Senhora de Fatima)

e Hermano Roepke (E. E. F. Professor Emir Ropelato)

e Igor Piacentini Coelho da Costa (Colégio de Aplicagdo da UFSC)
e Isabella Sandrini Pizzolatti (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)

e Iveraldo Carlos Machado Junior (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Cata-
rina)

e Jaqueline Witt Garzillo (Colégio Cenecista José Elias Moreira)
e Jenifer Milbratz (E. E. F. Professor Emir Ropelato)

e Joana dos Santos Copetti (Colégio Murialdo)

e Jodo Marcos N. Coelho (Colégio Murialdo)

e Juliane Bonetti (Colégio Elisa Andreoli)

e Larissa Borges Marthendal (Colégio Coragao de Jesus)

e Leonardo Flores Zambaldi (Colégio Tradigao)

e Leticia Perini (E. E. F. Professor Emir Ropelato)

e Luis Gustavo Longen (Colégio Sinodal Ruy Barbosa)
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e Matheus de Bona dos Santos (Centro Educacional Roda Pido Ltda )
e Paula Azevedo do Nascimento (Colégio da Lagoa)

e Pedro Luis Rissoli (Colégio dos Santos Anjos)

e Rafael Rogério Santos (Centro Educacional Roda Pido Ltda )

e Renato Klueger Junior (Colégio Nossa Senhora de Fatima)

e Rodrigo Gamba (Colégio Superacao)

e Samia Pauli Fiates (Colégio Coracao de Jesus)

e Sérgio Feldemann de Quadros (Colégio Salesiano de Itajai)

e Tainara Helena de Amorim (Sociedade Divina Providéncia Colégio Sagrada
Familia)

e Thaminne Silveira (Colégio Cenecista José Elias Moreira)

e Unirio Machado dos Santos Junior (Colégio Elisa Andreoli)

e Vanessa Martins Rosa (Colégio Coragao de Jesus)

e Victor Abouhatem (Colégio da Lagoa)

e Vinicius da Costa Mohr (Colégio Cenecista José Elias Moreira)
e Vinicius Rios Fuck (Colégio Elisa Andreoli)

e Yuri da Silva Villas Boas (Colégio Catarinense)

Nivel 2

Ouro

e Danilo Nunes do Carmo (Colégio de Aplicacao da UFSC)

Jessica Cardoso dos Santos (Alpha Objetivo)

Leonardo Pinheiro Samarao (Colégio de Aplicagao da UNIVALI)

Petrius Paulo Tambosi (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)
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e Ruan Ricardo Rengel (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)
e Tiago Madeira (Colégio Salesiano de Itajaf)

Prata

Caio Andrezzo (E.M.E.F. Albano Kanzler)

Cristine Ribas (Alpha Objetivo)
e Luiz Fernando de Amorim Joll Embeck (Colégio de Aplicacao da UFSC)

Tatiana Cristine de Amorim (Sociedade Divina Providéncia Colégio Sagrada
Familia)

Vanessa Fischer dos Santos (Colégio Santo Anténio )

Victor Rodolfo Pereira Lopes (Colégio Catarinense)
Bronze

e Ana Paula Peixoto Bittencourt (Colégio de Aplicacao da UNIVALI)

Douglas Maiola (Escola Municipal Governador Pedro Ivo Campos)

Giuliana Sardi Venter (Escola Bardo do Rio Branco)

Lucas Bet da Rosa Orssatto (Colégio de Aplicagao da UFSC)

Paula do Vale Pereira (Educandério Imaculada Conceigao)

Pietro José Bertuzzi (Colégio Elisa Andreoli)

Vinicius da Silveira Segali (Colégio de Aplicagdo da UFSC)
Mencgao Honrosa
e Adriano Reinaldo Timm (Escola Municipal Padre Martinho Stein)
e Allan Kipper Marquetti (Colégio Coracao de Jesus)
e Amanda Pereira Medeiros (Colégio Murialdo)

e Ana Luiza Pagani Fonseca (Centro Educacional Menino Jesus)
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Antonio Cezar Quevedo Goulart Filho (Colégio Catarinense)
Bruna Tha (Colégio da Lagoa)

Bruno Santos Vieira (Colégio Dehon)

Camila Costa Hermani (Colégio Rogacionista Pio XII)

Camila Tormena (Colégio Santo Antonio)

Christian Juliano Pereira (Colégio Cenecista José Elias Moreira)
Cristine Saibert (Centro Educacional Roda Piao Ltda)

Douglas Machado Vieira (Colégio Catarinense)

Erica Schmitt Mafra (Colégio de Aplicacao da UNIVALI)

Felipe Alves de Souza (Colégio Elisa Andreoli)

Fernanda Pessoa de Carvalho (Centro Educacional Roda Pido Ltda )
Gabriel Nunes (Colégio Superagao)

Gabrielle C. Rocha (Escola Barao do Rio Branco)

Geisla Thamara de Abreu (Colégio :Dom Bosco)

Guilherme Kawase Falk (Educandario Imaculada Conceigao)
Heloisa Helena Rodrigues (Colégio Dom Jaime Céamara)
Jefferson da Silva Decom (Colégio Santo Anténio)

Jéssica Pauli de Castro Bonson (Educandério Imaculada Conceigao)
Julie Sabine Holetz Brandes (Escola Municipal Erwin Prade)
Leonardo Bruno Pereira de Moraes (Sitio Escola Sarapiqud)
Leonardo Sgnaolin (Colégio Dom Jaime Camara)

Libin Yang (Colégio Catarinense)

Lourival Tenfen Junior (Colégio Cenecista José Elias Moreira)
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e Luany Tamires Fiedler (E.M.E.F. Maria Nilda Salai Stahelin)

e Lucas Boppre Niehues (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)
e Lucas Werner (Colégio DEHON/UNISUL)

e Maicow Willian Zanon (E. E. F. Professor Emir Ropelato)

e Marcos Aurélio S. Timmermann (Colégio Nova Era)

e Marcos Eduardo de Farias (Centro Educacional Roda Piao Ltda)
e Maria Tereza Amorim Falcao (Colégio Santo Antoénio)

e Mayra Trierveiler (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)

e Paulo Henrique Cardozo (Centro Educacional Menino Jesus)

e Philippi Farias Rachadel (Educandério Imaculada Conceigao)

e Renan Machado Capaverde (Colégio Coracao de Jesus)

e Renata da Silva Heying (Escola Municipal Erwin Prade)

e Ricardo Maurino Melo (Centro Educacional Roda Piao Ltda)

e Ricardo Soares Schwingel (Colégio de Aplicagao da UNIVALI)

e Theodor Wilhelm Adler (Colégio da Lagoa)

e Vitor Luis Pereira (Colégio dos Santos Anjos)

e Vitos Cesar Kanitz (Escola Municipal Erwin Prade)

e Wagner Daufenbach do Amaral (Associacao Beneditina da Providéncia -
Colégio Sao Bento)

e Yone Ecal Mizubuti (Colégio Santo Antonio)
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Nivel 3

Ouro

o Alex Carlos Schmidt (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)

e Bruno Pereira Dias (Colégio Catarinense)

Felipe Paupitz Schlichting (Colégio Coragéo de Jesus)
e Guilherme Rohden Echelmeier (Colégio de Aplicagdo da UNIVALI)

Gustavo Henrique Nihei (Colégio Dom Jaime Cémara)

Robert da Silva Bressan (Colégio Dehon)
Prata

e Bruno Leonardo Schneider (Colégio Dom Jaime Camara)

e Henrique Antonio Calbo Perdoncini (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa
Catarina)

e Luckas Frigo Furtado (Colégio Visao)

Rafael Peralta Muniz Moreira (Colégio Catarinense)

Vinicius Bastos Farias (Colégio Dom Jaime Camara)
Bronze

e Alan Schmitt (Colégio de Aplicacao da UNIVALI)
e Cindy Dalfovo (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)

e Fabricio Marques Corréa (Associagido Beneditina da Providéncia - Colégio
Sao Bento)

e José Artur Silveira Teixeira (Colégio Dom Jaime Camara)

e Karine Piacentini Coelho da Costa (Centro Federal de Educagao Tec-
nolégica de Santa Catarina )
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Kellen Trilha Schappo (Curso e Colégio Energia)

Marcelo Adriano de Macedo (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)
Paulo Henrique Baumann (Colégio Catarinense)

Pedro Henrique Boscardin de Araujo (Curso e Colégio Energia)

Willian Alexandre Suguino (Curso e Colégio Energia)

Mencgao Honrosa

Ana Paula Alves Monteiro (Colégio Dom Jaime Cémara)

André Krummenauer (Colégio Dom Jaime Camara)

André Luiz Quintino (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)
André Luiz Thieme (Colégio de Aplicagao da UNITVALI)

André Luiz Tomelin (Colégio Catarinense)

Andrey Jose Taffner Fraga (Colégio Henry Ford Ltda)

Bruno Bernardo Teixeira (Colégio Carrossel)

Carla Medina Ribeiro Protta (Centro Federal de Educagao Tecnoldgica
de Santa Catarina)

Carolina Barbi Linhares (Colégio Salesiano de Itajaf)

Cintya Kazue Sakamoto (Centro Federal de Educacgao Tecnoldgica de
Santa Catarina)

Diego Bonkowski de La Sierra Audiffred (SOCIESC - Soc. Educ. de
Santa Catarina)

Diogo Alexandre Parente (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)
Elisa Rego Mendes (Alpha Objetivo)
Felipe Borges Alves (Curso e Colégio Energia)

Felipe Francisco (Alpha Objetivo)
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Felippe Frigo Furtado (Colégio Visao)

Gabriele Tsché (E.E.B. Professor Tulio Scheimantel)
Huilton Estevo Martins (Colégio Elisa Andreoli)
Israel Pereira (Alpha Objetivo)

Jaqueline Hoffmann (Colégio Henry Ford Ltda)

Jerénimo Moraes Gomes (Centro Federal de Educacao Tecnolégica de
Santa Catarina )

Joao Frederico Martendal Neto (Colégio Elisa Andreoli)
José Roberto Cordeiro (Colégio Catarinense)

Kananda Silvano Silveira (Colégio de Aplicagao da UFSC)
Laura Luisa Medeiros de Souza (Kumon - Joagaba)
Leonardo Silva Alves (Colégio Dom Jaime Cémara)

Luiza Magalhaes de Oliveira (Colégio Catarinense)

Luiza Mamigonian Bessa (Centro Federal de Educagao Tecnoldgica de
Santa Catarina)

Nelisa Helena Rocha (Curso e Colégio Energia)
Olivan Bittencourt de Carvalho (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Cata-

rina)

Pedro Neves Schondermark (Colégio Elisa Andreoli)
Priscila Teixeira Quaini (Colégio Catarinense)

Ramon Rodrigues Rita (Colégio Catarinense)

Ricardo Miiller (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)
Roberta Muriel Longo Roepke (Colégio Henry Ford Ltda)
Rodrigo de Rodrigues (Alpha Objetivo)

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



Premiados

39

Roger Savoldi Roman (Colégio Energia - Itajaf)

Sérgio Brillinger Novello (Colégio Catarinense)

Thiago Rossi Trojan (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)

Thomas Eduardt Hafemann (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)

e Yuri Kaszubowski Lopes (SOCIESC - Soc. Educ. de Santa Catarina)
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Escolas Participantes

1.

L

© »® 3 o o

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

Alpha Objetivo (Sao José)

Associacao Beneditina da Providéncia - Colégio Sao Bento (Criciima)
Associagao Francisquense de Ensino (Sao Francisco do Sul)

Aster Centro Educacional (Balnedrio Camburiti)
CEFETSC-UNED/SJ (Sao José)

Cefrai Centro Educacional Fraiburgo (Fraiburgo)

Centro Educacional Bom Jesus (Palhoga)

Centro Educacional Extensao Ltda (Sombrio)

Centro Educacional Integrado Jaraguaense - CEILJ (Jaragud do Sul)
Centro Educacional Menino Jesus (Floriandpolis)

Centro Educacional Principe Ali (Sao José)

Centro Educacional Roda Pido Ltda (Palhoga)

Centro Educacional Tmbé S/A CETISA (Timbd)

Centro Educaional Integral Mundo da Magia (Tijucas)

Centro Federal de Educagao Tecnolégica de Santa Catarina (Floriandpolis)
Colégio Atlantico (Itapema)

Colégio Atlantico Sul (Balnedrio Camburi)

Colégio Bom Jesus Santo Anténio (Blumenau)

Colégio Carrossel (Palhoga)

Colégio Catarinense (Florianépolis)

Colégio Cenecista José Elias Moreira (Joinville)

Colégio Coragao de Jesus (Floriandpolis)
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23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
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Os Numeros e o Infinito

Ivan Pontual Costa e Silva

Dep. de Matematica, Universidade Federal de Santa Catarina
CEP: 88.040-900, Florianépolis-SC

Um Pouco de Historia

A idéia basica de nimero é pelo menos tao antiga quanto o homo sapiens,
e provavelmente ja era conhecida por alguns de seus ancestrais hominideos. E
também uma das primeiras idéias matemdticas que temos, ainda criangas. Nos
dias de hoje, mesmo em sociedades onde essa concepgao nao atingiu qualquer
grau de sofisticagdo (como por exemplo em certos grupos indigenas ou em
certas tribos africanas) podemos perceber a existéncia das nogoes bdsicas de
um, dois, muitos. No entanto, nos defrontamos com dificuldades consideraveis
se tentamos definir niimero mais precisamente. Se nos perguntamos “o que
é numero?”, freqiientemente sentimos que justamente por ser uma nogao tao
bésica e familiar se torna dificil dar uma resposta adequada.

A nocao de infinito certamente é mais sutil, mas ainda bastante familiar.
Assim como no caso dos numeros, é dificil caracterizé-la adequadamente em
palavras. Em Filosofia, faz-se uma distingao entre infinito potencial, que cor-
responde a um processo que continua sem cessar, e infinito atual, que é um
infinito “estatico”, pleno e acabado. Um exemplo do primeiro tipo de infinito
vem se, comec¢ando do nimero 1, passamos a “somar mais um”. KEsse pro-
cesso, & parte das 6bvias limitagoes fisicas, em principio nao terminaria jamais,
isto é, nunca chegamos a um nimero que seja o maior. Mas ainda assim,
em geral nao pensamos no infinito como um nimero; o infinito nesse exemplo
é, portanto, potencial. Essas concepgoes de infinito devem-se principalmente
a Aristételes(384-322 a.C.), que via véarios exemplos de infinito potencial na
Natureza, como o ciclo (assim ele julgava) das estagoes do ano. Aristételes,
contudo, negava que pudesse existir infinito atual. Uma reta em geometria
costumava ser vista como outro exemplo de infinito potencial: nao importa
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o quanto se caminha sobre a reta, pode-se sempre ir além.! Usando a idéia

aristotélica de infinito potencial, o matemético grego Eudoxo de Cnido(408-
355 a.C.) elaborou aquilo que se tornaria a semente do Cdlculo Integral séculos
depois, o método da exvaustdo. > Arquimedes(287-212 a.C.) usou esse método
para calcular dreas e/ou volumes de figuras como o circulo e a esfera. Filsofos
como Plotino(205-270 a.C.), por outro lado, defendiam a existéncia metafisica
do infinito atual, a ser conhecido através de insights misticos.

Se o leitor sente que essas nogoes sao vagas e controversas, nao estd sozi-
nho. Os matemadticos permaneceram, em sua maioria, longe de tais discussoes
metafisicas. Ainda assim, com o advento do Célculo Diferencial e Integral no
séc. XVII, eles passaram a trabalhar sistematicamente com conceitos bastante
mal-definidos e relacionados ao infinito, como a idéia de infinitesimais (quan-
tidades que seriam nao-nulas, mas menores do que qualquer nimero) e somas
com uma infinidade de termos. Em uma polémica que se tornou famosa em
sua época, o bispo irlandés G. Berkeley(1685-1753), em sua obra O Analista,
criticou violentamente (e com bastante pertinéncia) o uso descuidado dessas
nogoes difusas. Felizmente, os matematicos continuaram seu trabalho sem se
importar com tais criticas, e realizaram tremendos avangos. De fato, é uma
caracteristica peculiar da ciéncia que o rigor excessivo imposto no inicio de uma
investigacao sufoca a imaginacao e a criatividade. No entanto, de um modo
geral julgava-se, em concordancia com Aristoteles, que s6 o infinito potencial
teria lugar na Matematica.

No séc. XIX, porém, tendo a Matematica alcangado um enorme desen-
volvimento, sentiu-se a necessidade de definicbes mais precisas e um cuidado
maior com o rigor das demonstragoes. Fundamental na época foi o movimento
de “aritmetizagdo da Anédlise”, promovida por nomes como B. Bolzano(1781-
1848), A.-L. Cauchy (1789-1857) e K. Weierstrass(1815-1897), para tornar mais
rigorosas as bases do Célculo Diferencial e Integral, libertando-o do conceito
de infinitesimal. Esse objetivo foi alcangado definindo-se adequadamente limite
de fungoes, continuidade, séries infinitas, etc. em termos de propriedades dos
nimeros reais. O passo seguinte para estabelecer a Analise Matemédtica em
bases sélidas seria uma melhor compreensao matematica dos niimeros reais.

1 Alids, os termos ‘potencial’ e ‘atual’ derivam-se das nocgoes técnicas em Filosofia de ato
e poténcia. Em particular, como ja deve estar claro do contexto, ‘atual’ ndo se refere ao
presente momento.

2Veja, por exemplo, as Refs. [1] para uma descrigdo do método da exaustdo, e para mais
detalhes histéricos do que apresentado aqui.
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Os pioneiros nessa investigagdo foram principalmente J. Dedekind(1831-
1916) e G. Cantor(1845-1918). Tornou-se possivel construir, em um sentido
técnico preciso que nao é possivel discutir aqui, os niimeros reais a partir dos
nimeros racionais, construir estes a partir dos nimeros inteiros, e estes tltimos
a partir dos nimeros naturais 3. Em cada passo, podem ser definidas, de
um modo preciso, as operagoes de soma, produto, etc., e demonstradas, como
teoremas, suas propriedades bdsicas (o leitor interessado pode consultar, por
exemplo, a Ref. [2]). O desenvolvimento l6gico final entdo passou a depender
exclusivamente dos ntimeros naturais.

Seria possivel caracterizar os nimeros naturais de forma matematicamente
precisa? A resposta positiva a essa pergunta assumiu sua forma definitiva com
os aziomas de Peano, criados pelo matematico e légico italiano G. Peano(1858-
1932) 4, a partir dos quais toda a aritmética dos nimeros naturais pode ser
obtida. Peano usou os termos primitivos ‘nimero (natural)’, ‘zero’ e ‘suces-
sor de’ e cinco axiomas envolvendo estes termos . Veja a Ref.[2] para uma
apresentacao e discussao dos axiomas de Peano.

Motivado por seus estudos em Andlise Matematica, Cantor criou em sua
época uma nova disciplina matemética, a Teoria dos Conjuntos ®, que veio a
se tornar a base de grande parte da Mateméatica moderna, e revolucionou o
ensino dessa disciplina. No curso de suas descobertas, Cantor (e, em menor
grau, Dedekind) deu a primeira caracterizagao precisa da nocao de infinito em
Ciéncia, e mostrou que de fato ezistem tipos diferentes de infinito! Falamos hoje
do conjunto N dos nimeros naturais, e ao pensar na totalidade dos niimeros,
estamos de fato introduzindo o infinito atual na Matemédtica. Embora isso

30 leitor com pouca experiéncia em Matematica superior pode ficar espantado ao ouvir
falar em “construir’nimeros. O que se quer dizer é que se definem certos objetos matematicos
cujas propriedades mimetizam as propriedades usuais dos numeros, tornando-os modelos
matematicos, ou versoes abstratas, do conceito intuitivo de niimero. Sao uteis por terem a
precisdo que falta ao conceito intuitivo. Esse tipo de processo de abstragdo estd no coracao
da Matematica.

4Lembramos ao leitor que aziomas sdo proposicdes nao demonstradas, envolvendo apenas
certos termos nao definidos, os termos primitivos, a partir das quais se podem derivar, através
das regras da légica, as proposi¢coes demonstradas ou teoremas. Esse é o chamado método
aztomdtico. Toda a Mateméatica moderna, bem como partes de algumas outras ciéncias,
como a Fisica, baseiam-se no método axiomético.

5Cantor elaborou a Teoria dos Conjuntos de forma relativamente intuitiva, que é a maneira,
como esta disciplina é ensinada nas escolas. Um conjunto de axiomas para a Teoria dos Con-
juntos foi apresentado pelo matemético alemao E. Zermelo(1871-1959) entre 1904-08, pos-
teriormente desenvolvidos por T.Skolem(1887-1963) e A. Fraenkel(1891-1965). Neste artigo,
usaremos uma abordagem intuitiva a la Cantor.
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parega tao prosaico para nos hoje, que desde pequenos estudamos Matematica
na escola através da nogao de conjunto, as descobertas de Cantor foram ex-
tremamente revoluciondrias para a época, e sao reconhecidas como estando
entre as maiores conquistas intelectuais da histéria humana.

O restante do Artigo é como segue:

Na Segao 2, mostraremos que o conjunto N dos nimeros naturais, o conjunto
Z dos nimeros inteiros e o conjunto @Q dos numeros racionais sao infinitos de
um mesmo tipo (infinito enumerdvel), mas o conjunto R dos ndmeros reais
pertence a uma classe de infinito maior (infinito ndo-enumerdvel).

Na Secao 3, discutiremos a caracterizacao de Cantor de conjuntos infinitos,
bem como a hierarquia de infinitos introduzida por ele.

Finalmente, no Apéndice, revisamos as definicoes bésicas de: fungao, fungao
injetora, sobrejetora e bijetora.

Um, Dois, Trés, Infinito

Para entender o grande insight de Cantor, vamos considerar uma pergunta
simples: o que significa contar ?

Quando criancas, em geral s6 sabemos contar coisas em nimero pequeno,
usando os dedos das duas maos, por exemplo. Nesse caso, associamos cada
objeto a ser contado com um dedo das maos, de forma que a cada objeto esteja
associado exatamente um dedo, isto é, de modo que nao haja dois dedos para
um unico objeto, ou dois objetos para um tunico dedo. Conseguimos contar
desse modo somente tantos objetos quanto podemos associar assim aos dedos
das maos. Se houver mais objetos do que dedos, nao conseguiremos, somente
usando as maos, contar esses objetos, mas contaremos assim um subconjunto
prdprio (isto é um subconjunto que nédo é o conjunto todo) do conjunto desses
objetos. Suponha (com o ntmero regular de dedos) que tenhamos um conjunto
O com exatamente 10 objetos, digamos 10 macas. Nesse caso, estabeleceremos
o que em Matematica se chama uma bijecdo, ou correspondéncia biunivoca
entre o conjunto dos dedos e o conjunto O de macas (veja o Apéndice para
uma definigdo mais precisa): cada dedo corresponde a exatamente uma maca,
nao sobram dedos nem macas sem seus associados.

Suponha porém que O tenha 15 elementos. Entao nao poderemos, sé us-
ando os dedos das maos, estabelecer uma bijegdo. Conseguiremos no maximo
estabelecer uma bijegao entre o conjunto dos dedos e um subconjunto préprio
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O’ C O com 10 elementos, isto é, 10 magas. Se chamamos de D o conjunto
dos 10 dedos das maos, podemos entao estabelecer uma regra que para cada
elemento de D (isto é, cada dedo) associa um tnico elemento de O’. Podemos
pensar nessa associagao matematicamente como uma funcgao f : D — O que é
injetora, mas nao sobrejetora (ver Apéndice). ©

Podemos, a custa de um ligeiro aumento na abstragao, tornar essa descrigao
mais geral. Seja X um conjunto qualquer. Se X é o conjunto vazio, isto
é, sem elementos, podemos dizer que X tem 0 (zero) elementos, ou que o
numero de elementos de X € zero. Vamos imaginar agora que X € o conjunto
de estrelas da Via-Lactea. Esse conjunto, embora enorme, é finito. Vamos
imaginar, com um esfor¢o adicional de imaginagao, que desejemos conté-lo.
Nesse caso, comecamos escolhendo uma das estrelas, e associando a essa estrela
o nimero 1. A seguir tomamos outra estrela e associamos o numero 2, e
assim sucessivamente, de modo a rotular cada estrela com um ntumero diferente.
Teremos assim a seqiiéncia de nimeros naturais 1,2,..., N até um ntmero
N, correspondendo a ultima estrela que tomemos. Nesse caso o natural N é
exatamente o que entendemos pelo nimero de objetos de X. Note que nesse
caso temos uma bijegdo entre os conjuntos {1,2,..., N} e X.

Essa discussao sugere um fato geral interessante. Para comparar o nimero
de elementos de dois conjuntos finitos, ndo é necessdrio conta-los separada-
mente. Em um o6nibus, por exemplo, para verificar se hd mais assentos ou
passageiros, nao é necessario contar os assentos e os passageiros. Basta fazer
cada passageiro sentar em um assento. Se sobram passageiros, hd menos as-
sentos e mais passageiros, e se sobram assentos, ocorre o oposto. O numeros
de elementos de dois conjuntos € igual se, e somente se, hd uma bijecao entre
eles. O génio de Cantor foi notar que isso pode ser imediatamente generalizado
para colegoes infinitas, como discutiremos abaixo.

Subindo ainda uma nota na abstracao, podemos tornar essas idéias mais
precisas. Para cada n € N* =N — {0}, denotaremos por I,, o conjunto

I,:={keN: 1<k<n}={1,2,...,n}.

Temos entao a seguinte definicao fundamental.

6Nesse ponto é preciso mencionar novamente que o termo ‘conjunto’ tem um significado
técnico em Matemadtica diferente do conceito de cole¢do na linguagem corrente. Embora
intuitivamente seja natural considerd-los como tal, as cole¢oes de magas e dedos ndo sao con-
juntos em um sentido matemético. Isso pode ser uma surpresa para o estudante que, lidando
com idéias intuitivas, identifica qualquer colegdo com conjunto. No entanto, desconsideramos
tais sutilezas em prol da clareza de idéias.
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Definicao: Um conjunto X é dito ser finito se, e somente se, for vazio ou se
existir n € N* tal que ha uma bijecao entre I,, e X. Se X nao é finito entao X
é dito ser infinito.

E possivel mostrar (veja, por exemplo, a Ref.[3]) que, dado um conjunto
nao-vazio X, se existirem n,n’ € N* tais que ha uma bijecao entre X e cada um
dos I, I/, entdo n = n’. Ou seja, se X é finito, entdo estd associado a ele de
forma tnica um nimero natural n, que é chamado o numero de elementos de X.
H4& vérias outras proposi¢oes em [3] que garantem que essa defini¢do é “boa’no
sentido de que captura varias idéias intuitivas a respeito de conjuntos finitos.
Por exemplo, pode-se provar que todo subconjunto de um conjunto finito X
com n elementos é também finito e tem no maximo n elementos. Também se
mostra que se temos conjuntos finitos 51,5y disjuntos, com m e n elementos
respectivamente, entao Sy U Sy € finito e tem m + n elementos.

Com a definigao acima, temos uma caracterizacao matematicamente precisa
do que significa “contar”: ao menos no caso de conjuntos finitos, contar €
estabelecer uma bije¢cao com algum subconjunto I, de N.

Mas podemos ir além. E instrutivo demonstrar, de acordo com essa definicao,
o seguinte fato intuitivamente ébvio:

Teorema 1 : N nao é um conjunto finito.

Demonstragao: Vamos usar reducao ao absurdo. Suponha que N fosse finito.
Entao existiria n € N* tal que hd uma bijecao entre I,, e N. No entanto, seja
dada, arbitrariamente, uma fungao ¢ : I,, — N. Ora, sejap = ¢(1)+---+o(n).
Claro que p € N. Note-se ainda que p > ¢(i) para cada i € I,,. Em particular,
nao existe i € I,, tal que ¢(i) = p. Mas ent@o ¢ nado é sobrejetora, e portanto
em particular nao pode ser bijetora. Mas como ¢ é arbitréria, isso mostra que
nao pode haver uma bijecao entre I,, e N, contrariando a hipétese. B

Outros exemplos de conjuntos infinitos sdo o conjunto Z dos nimeros in-
teiros e o conjunto Q dos numeros racionais. De fato, como esses conjuntos
contém N, se fossem finitos N também teria que ser, contrariando o teorema
que acabamos de demonstrar.

Os conjuntos infinitos tém propriedades interessantes e anti-intuitivas. Por
exemplo, o conjunto P dos nimeros naturais pares parece ser intuitivamente
“menor”do que N (de fato “metade”deste), j& que é subconjunto préprio deste.
No entanto, P pode ser posto em correspondéncia biunivoca com N: basta
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associar a cada n € N o ndmero par 2n, isto é, 0 — 0, 1 — 2, 2 — 4, etc. E
um exercicio simples mostrar que a fungao de N em P assim definida é de fato
uma bijecdo (veja o Apéndice). Ou seja, (anti-)intuitivamente, isso significa
que P e N tém o “mesmo niimero de elementos””. Pode-se mostrar [3], mais
geralmente, que uma condigao necesséaria e suficiente para que um conjunto X
seja infinito é a existéncia de uma bijecao entre X e um subconjunto préprio
de X. De fato, Dedekind usou isso como uma definigao alternativa de conjunto
infinito.
Outro fato surpreendente: existem tantos niimeros inteiros quanto naturais!
A funcao ¢ : N — Z dada por
n .
— se n é par;
pn) =2 2541
2

se n é impar.

é uma bijegao (veja o Apéndice para uma prova desse fato). Intuitivamente,
essa funcao corresponde a organizar os inteiros na seguinte ordem:

Z=1{0,-1,1,-2,2,-3,3,... },

associando o zero ao primeiro da seqiiéncia, o 1 ao segundo, e assim por diante.
Como se nao bastasse isso, existem tantos niimeros racionais quantos nimeros

naturais! A demonstracao desse fato notavel que apresentamos aqui é um pouco

mais complicada, mas pode ser entendida com alguma paciéncia. Comegamos

notando que a fungao de Z em Q que leva cada inteiro p em }% é injetora. Agora,
lembre que cada racional pode ser escrito, de forma tnica, como uma fracao
irredutivel E, onde p,q € Z, e podemos assumir, sem perda de generalidade,

que g > 0. Agora definimos uma fungao ¢ : Q — Z assim:

_J 2r3e se p > 0;
v (p/a) = { —27P37 gep<O.

Essa fungao é injetora (veja Apéndice). A seguir, usamos um importante
teorema, cuja demonstragao nao daremos aqui:

7"Observamos, numa nota histérica, que a descoberta desse fato é atribuida a Galileu
Galilei(1564-1642), que considerou esse “absurdo” uma prova de que nao poderia haver infinito
atual em Matemadtica, uma vez que contradizia a maxima aristotélica ‘o todo é maior que as
partes’.
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Teorema 2 (Schroder-Bernstein) : Dados conjuntos quaisquer X eY, su-
ponha que existam fungoes injetoras f : X — Y eg:Y — X. Entao existe
uma bijecao entre X e Y.

Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada, por exemplo, em [4].

Aplicando o Teorema de Schréder-Bernstein a nossa situacgdo, concluimos
que existe uma bijecdo entre Z e QQ, e portanto ha tantos racionais quanto ha
inteiros. Mas ja vimos que existem tantos inteiros quanto ha naturais.

Definicao: Um conjunto X é dito ser infinito enumerdvel, ou simplesmente
enumerdvel 8 se, e somente se, existir uma bijecio entre N e X.

Nesse sentido, o préprio N, Z e Q sao enumeraveis. Um fato importante é
que é possivel mostrar [3] que subconjuntos de conjuntos enumerdveis ou sao
finitos, ou sao eles mesmos enumerdveis.

Isso sugere a seguinte pergunta crucial: Serd que todo conjunto infinito é
enumeravel, isto €, serd que todo conjunto infinito tem “o mesmo numero de
elementos”de N? A resposta é ndo. Ha genuinamente mais numeros reais do

que numeros naturais.
Teorema 3 (Cantor) : O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Demonstragao: O método usado para esta demonstracao é chamado método
da diagonal, devido a Cantor. Comegamos notando que basta mostrar que
algum subconjunto de R nao é enumeravel. Se esse for o caso, entao o préprio R
nao pode ser enumeravel, pois se fosse, qualquer subconjunto seria enumeravel
(conforme discutido acima) e terfamos uma contradigao. O subconjunto C' que
queremos considerar é o intervalo (0,1] de todos os nimeros reais r com 0 <
r < 1. A demonstragdo de que C nao é enumeravel é por contradicdo. Suponha
que C é enumerdvel. Entao existe uma bije¢do o : N — C. Escreva r,, = a(n),
para cada n € N. Essa bijecdo nos d4, entdo, uma listagem C' = {rg,r1,72,...}
de elementos de C'. Usamos agora o fato de que cada ntmero real r, dessa
lista pode ser escrito, de maneira unica, em forma decimal infinita sem uma
seqiiéncia de zeros no fim [2]:

Tn = 07 ApAn1an2 - -,

8 Alguns autores aplicam o adjetivo ‘enumerdvel’ também aos conjuntos finitos.
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onde a,; € {0,1,...,9} para todos n e i. Por exemplo, 0,7 = 0,6999..., e

1=0,999.... Considere agora o arranjo duplamente infinito

To = 0, apoap1ao2 - - -

71 = 07 a10a11A12 - - -

rn = 0,an0an10n2 ...
Para cada n, tome b, = 1, se an, # 1 e b, = 8, se ay, = 1. Entao
b =0,bgby...b, ... € um nimero real de nosso conjunto C. Logo, b = ry,

para algum k. Porém, isso nao pode ocorrer, uma vez que, da maneira como
obtivemos b, by, é certamente diferente de axx. Temos assim a uma contradigao;
logo C' nao pode ser enumeravel. W

Para o Infinito... E Além!

Cantor generalizou a discussdo acima para conjuntos quaisquer, introduzindo
a nogao de cardinalidade, ou tamanho de uma conjunto X, denotada por |X]|.
Se X é um conjunto finito, sua cardinalidade é simplesmente seu nuimero de
elementos. A definigdo geral de cardinalidade de um conjunto para incluir con-
juntos infinitos é sofisticada, e nos levaria muito além do escopo deste Artigo.
Basta dizer que dois conjuntos X e Y tém a mesma cardinalidade, | X| = |Y|,
se, somente se, existir uma bijecdo entre X e Y. Intuitivamente, isto significa
que X e Y “tém o mesmo numero de elementos”. Assim, N, Z e Q tém a
mesma cardinalidade um do outro, mas diferente da de R.

E possivel ordenar conjuntos por sua cardinalidade. Dados conjuntos X e
Y, diremos que a cardinalidade de X € menor ou igual a de Y, |X| < |V,
se, e somente se, existir uma funcao injetora de X em Y. Intuitivamente, isso
significa que nesse caso X tem “o mesmo nimero de elementos”que algum
subconjunto de Y, que eventualmente poderia ser todo o Y. O Teorema de
Schroder-Bernstein (Teorema 2) acima pode ser reinterpretado como dizendo
que se | X| < |Y|e|Y| < |X|, entdo |X| = |Y]|. Dizemos que a cardinalidade de
X € (estritamente) menor que a de 'Y, | X| < |Y], se, e somente se, existir uma
funcéo injetora de X em Y, mas nao existir uma funcao sobrejetora de X em
Y. Ou seja, X tem “o mesmo numero de elementos”que algum subconjunto
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préprio de Y, mas “menos elementos” que o préprio Y. N é estritamente menor
que R nesse sentido ?. Por isso, apesar de serem ambos conjuntos infinitos, R
é de um tipo de infinito “maior”do que o de N.

Pode-se ainda mostrar os seguintes fatos:

e Dados conjuntos X e Y quaisquer, uma e apenas uma das seguintes al-
ternativas ocorre: |X| < |Y|, |Y| < |X]|, ou |X| = |Y|. Isto significa
que “numeros infinitos”sao ordenados de forma semelhante aos ntimeros
usuais;

e Se X é um conjunto infinito, entdo |N| < |X|. Ou seja, a cardinalidade
de um conjunto infinito enumeréavel é a menor possivel entre as cardinal-
idades dos conjuntos infinitos. Ou ainda: infinito enumeravel é o menor
tipo de infinito.

Uma pergunta que se pode fazer agora é: se hd mais de um tipo de infinito,
e hd mesmo um menor tipo de infinito, serd que existe o menor tipo de infinito?
O seguinte teorema mostra que nao.

Teorema 4 (Cantor) : Dado uma conjunto qualquer X, denotemos por P(X)
o conjunto das partes de X, isto €, o conjunto de todos os subconjuntos de X .
Entao | X| < |P(X)].

Esse teorema significa, intuitivamente, que nao importa quao grande seja
o conjunto, seu conjunto das partes é ainda maior. H& portanto toda uma
hierarquia de infinitos cada vez maiores, sem fim.

Para dar ao leitor uma idéia do impacto histérico dessas idéias, coletamos
algumas das frases de matemdticos famosos em relacdo ao tema.

“Fu devo protestar veementemente contra o uso do infinito como
algo consumado, uma vez que isso nunca é permitido em Matemdtica.”

C.F. Gauss(1777-1855), matemdtico alemao.

9Embora exista fungio injetora de N em R (por exemplo, a fungdo que leva cada natural
em sua cépia em R é injetora), pode-se mostrar se existisse uma fungdo sobrejetora de N em
R, entdo existiria uma funcao injetora de R em N. Mas entdo, pelo Teorema de Schréder-
Bernstein, existiria uma bije¢do entre eles, o que ndo pode ocorrer.
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“Nao sei o que predomina na teoria de Cantor - Filosofia ou Teolo-
gia, mas estou certo de que ndo hd Matemdtica ali.”

L. Kronecker(1823-1891), matemético alemao.

“Nao existe infinito atual; os Cantorianos esqueceram-se disto e
cairam em contradi¢oes. As geragdes posteriores considerardo Men-
genlehre [Teoria dos Conjuntos, em alemdo] como uma doenca da
qual se recobraram.”

H. Poincaré(1854-1912), matematico francés.

“A teoria de Cantor como um todo é um incidente patolégico na
historia da Matemdtica da qual as futuras geragdes vao se hor-
rorizar.”

L. Brower(1881-1966), matematico holandés.

“A Teoria Azxiomdtica dos Conjuntos é uma casa construida sobre
areia.”

H. Weyl(1885-1955), matemadtico alemao.
“Ninguém vai nos tirar do paraiso que Cantor criou para nos.”
D. Hilbert(1862-1943), matemético alemao.

Finalizamos com uma citagao do grande matemaético e 16gico polonés A.
Tarski(1903-1983), com respeito a um outro tema, mas cuja substincia resume

perfeitamente como vemos a noc¢ao de infinito na Matematica em nossos dias
10.

“[... JA historia da ciéncia apresenta muitos casos de conceitos que
foram declarados como metafisicos (num sentido indeterminado,
mas em todo caso depreciativo, do termo) antes do seu sentido
ser tornado preciso; contudo, ao receberem uma defini¢ao formal

10Veja [6], pags. 108-109, para o texto integral.
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e rigorosa, a desconfianca a seu respeito evaporou-se. Como exem-
plos tipicos, podemos mencionar os conceitos de numeros negativos
e ndmeros imagindrios em Matemdtica.[. .. [parece-me que aqueles
que deles [isto é, dos conceitos] desconfiaram, com base nas suas ale-
gadas implicacoes metafisicas, devem congratular-se com o fato de
definicoes precisas de tais conceitos estarem agora disponiveis. Se,
em conseqiiéncia, os conceitos [...] perderem interesse filosdfico,
entao eles apenas partilharao o destino de muitos outros conceitos
cientificos, e ndo hd que lamentar tal fato.”

Apéndice: Elementos de Funcgoes

Tratamos aqui de alguns aspectos basicos acerca de fungoes. Para uma
introdugdo elementar, porém sistemédtica, veja [5].

Dados conjuntos X e Y quaisquer, uma fun¢do (ou aplica¢io) f de X em
Y, denotada freqiientemente por f : X — Y, é uma regra ''que, para todo
elemento = de X, associa um wunico elemento f(z) de Y, chamado o valor da
fungao f em (ou no argumento) x. Nesse caso, X é dito ser o dominio da fungao
feY éo contradominio de f.

Uma fungdo f : X — Y é dita ser injetora (ou injetiva) se, e somente
se, dados elementos quaisquer z,z’ € X, se f(z) = f(a'), entdo z = 2/, ou
equivalentemente, se x # 2/, entdo f(z) # f(2’). Em outras palavras, uma
fungao ¢ injetora se nao assume o mesmo valor em dois argumentos distintos.
A fungdo g : R — R dada por g(z) = 2% nio é injetora, pois temos, por
exemplo, g(2) = g(—2) =4.

Vejamos alguns exemplos do texto principal:

A funcao f : N — P que a cada n € N, associa o nimero par 2n é injetora,
pois para quaisquer n,n’ € N, f(n) = f(n') = 2n=2n" = n="n'.

A fungao ¢ : N — Z também é injetora. De fato, dados n,n’ € N, se
p(n) = p(n'), entdo n e n’ ou sdo ambos pares ou ambos fmpares. No primeiro
caso, g =3 = n =n'. O outro caso é andlogo.

: . . pr py_ P

¥ : Q — Z é também injetora. De fato, dados PRl € Q, se 1/)(6) = w(?),

11O leitor mais exigente notard que, embora intuitivamente nitida, ha certa imprecisio

nessa defini¢do; por exemplo, o que é exatamente uma “regra”’? E possivel dar uma defini¢do
mais precisa de fungdo, porém isso nos desviaria demais dos fins deste Artigo.
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entao necessariamente, p e p’ tém o mesmo sinal. Suponha que sejam ambos
nao-negativos. Se ambos forem negativos, o argumento é analogo. Temos entao
2P3¢ = 2P'37 Mas a decomposigao em fatores primos de um mesmo niimero é
tunica (Teorema Fundamental da Aritmética). Portanto p =p’ e ¢ =¢'.

Dada uma funcao f : X — Y, a imagem de f, denotada Imf, é o sub-
conjunto de Y que sao valores de f. Em outras palavras, sao aqueles y € Y
para os quais existe x € X tal que f(x) = y. Claro que Imf C Y mas em
geral Imf # Y. Se Imf =Y, f é dita ser sobrejetora (ou sobrejetiva). A
funcao ¥ : Q — Z acima, por exemplo, nao é sobrejetora, ji que qualquer
ndmero primo maior que trés em 7Z ja nao estard em sua imagem. Ja a fungao
f N — P acima é claramente sobrejetora.

Se uma funcdo é sobrejetora e injetora simultaneamente, entdo a mesma
diz-se ser bijetora, ou uma bijecao, ou ainda, uma correspondéncia biunivoca.
A fungao ¢ : N — Z acima é uma bijecao. Com efeito, ja vimos ser ela injetora.
Para ver que é sobrejetora, tome um a € Z arbitrario. Vamos mostrar que
existe algum n, € N tal que ¢(n,) = a. De fato, se a > 0, tome n, = 2a, e se
a < 0, tome n, = 2(—a) — 1. O leitor pode checar entdo, usando a defini¢ao de
¢ do texto, que ¢(n,) = a. Mas como a é arbitrério, todo a € Z é valor de ¢,
que é portanto uma bijecgao.
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Problemas Olimpicos: Analise quanto as
Diferentes Técnicas de Resolugao

Juliana Duarte Zacchi

juzacchi@yahoo.com.br

Para muitos educadores a “resolugao de problemas” é uma grande priori-
dade no ensino de matematica. No entanto, professores de ciéncias exatas de
faculdades sao testemunhas da dificuldade encontrada pelos seus alunos na re
solucao de problemas, o quanto se sentem perdidos ao se depararem com um
problema nao rotineiro.

Nos ensinos Fundamental e Médio, a énfase no estudo de matemadtica é
na aprendizagem e aplicacao de algoritmos envolvendo célculos, o que, muitas
vezes, torna o estudo enfadonho.

H& uma forte tendéncia hoje em dia em contextualizar a matemadtica, para
que o aluno perceba as vérias aplicacoes do contelido que aprendeu. Mas,
devido a complexidade dessas aplicagoes, essa idéia rapidamente deixa de ser
praticavel em sala de aula.

Trabalhar com resolucao de problemas nao rotineiros em sala de aula, con-
tribui para o desenvolvimento da inteligéncia, pois o aluno é estimulado a en-
contrar um caminho nao conhecido de antemao (contornando obstdculos) para
alcangar um fim desejado.

E muito comum nos depararmos com algumas teorias da didatica, ou métodos
pedagogicos que, apesar de nos parecer propicios, nao sao praticaveis. O que
os professores mais alegam é que: “Isso toma tempo demais”; “sé tenho 3 aulas
semanais, nao conseguirei cumprir o programa’”, etc.

Por essas razoes acredita-se que a Olimpiada Regional de Matemaética de
Santa Catarina (bem como as outras competicoes a nivel nacional ou interna-
cional) possa ser um forte instrumento para o professor trabalhar com resolugao
de problemas com seus alunos. Uma das vantagens desta competicao é que é
uma atividade extra-classe em que o professor nao precisa se preocupar com a
elaboracao dos problemas.
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Os problemas olimpicos exigem muita criatividade e imaginacao em suas
resolucoes. Mais do que um “malabarismo” com contas, eles exigem idéias
muitas vezes simples mas brilhantes.

Sao problemas nao convencionais, pois exigem pouco uso de férmulas e néo
sao habitualmente encontrados nos livros didaticos.

Afirmagoes como estas sao geralmente encontradas quando faz-se referéncia
aos problemas olimpicos. Mas, afinal:

e O que caracteriza um problema olimpico?
e No que eles se diferem dos problemas usuais?

Afim de tentar responder a essas questoes faz-se aqui uma andlise destes
problemas quanto as diferentes técnicas de resolucao. Esta andlise concentra-se
nos problemas olimpicos da segunda fase da ORM e baseia-se em uma teoria
da didética da matematica de Ives Chevallard.

Uma das preocupagoes da comissao que elabora estes problemas, é que o
conteudo exigido para sua resolucao esteja adequado ao nivel da questao. Um
problema de nivel 2, por exemplo, deve abordar somente conteidos vistos até
a 8% série.

Os problemas olimpicos, portanto, estao vinculados aos contetidos dos livros
didéticos, porém nao “vivem” neles. Dificilmente sdo encontrados em livros
didaticos problemas no estilo olimpico.

Quadro Teérico

A anilise dos problemas olimpicos utilizara conceitos da Teoria Antropo-
l6gica do Saber de Ives Chevallard.

Chevallard se utiliza metaforicamente de termos ecolégicos como habitat e
nicho afim de ilustrar que um saber nao vive isolado, ele estd ligado a insti-
tuicoes (habitats) e desempenha uma funcao (nicho).

Aqui o significado de instituicdo nao estd necessariamente atrelado a insti-
tuigoes de ensino, é mais amplo, pode ser, por exemplo, um livro didatico ou
um artigo de revista. Neste caso, o nosso objeto (saber) matemédtico sdo os
problemas olimpicos e tem como instituicao as Olimpiadas de Matemaética.

A descricao que Chevallard faz de uma organizagdo matemadtica sera a base
para a analise dos problemas olimpicos. Ele as descreve em termos de tarefa,
técnica, tecnologia e teoria relativas a um objeto matematico.
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Em relagao ao objeto matemaético estudado (os problemas olimpicos), temos:

Tarefa - é uma agao, é a pergunta do problema, por exemplo: calcular,
determinar, demonstrar.

Técnica - o que é feito para realizar a tarefa, a maneira com que se chega
& solugao do problema (o que foi utilizado). Por exemplo: algoritmos,
experimentagoes.

Obs: é o estudo da técnica que nos permitira classificar os problemas em
tipos ou classes.

Tecnologia - é o que valida a técnica, é o suporte tedrico, o que estd por
tras. Por exemplo: defini¢Ges, teoremas, propriedades.

Teoria - é a tecnologia de uma tecnologia, um discurso mais amplo que
justifique a tecnologia. Exemplo: dlgebra, geometria, teoria de conjuntos.

Para esta andlise foi escolhida aqui uma prova da segunda fase da ORM
de SC. A prova é do nivel 1 do ano de 2001. Para classificar os problemas em
termos de tarefa, técnica, tecnologia e teoria, primeiramente apresentamos os
enunciados e solugoes destes.

Listagem dos problemas com resolucao:

1.

Um trabalhador limpa um terreno em quatro horas e outro trabalhador
limpa o mesmo terreno em oito horas. Quanto tempo os dois trabalha-
dores, trabalhando juntos, levam para limpar o terreno? Dar a resposta
em horas e minutos.

Resolugao: O trabalhador que limpa o terreno todo em 4 horas é duas
vezes mais rapido que o trabalhador que limpa o mesmo terreno em 8 ho-
ras. Assim, em um mesmo intervalo de tempo, aquele trabalhador limpa
o dobro do terreno que este iltimo trabalhador. Portanto, o trabalhador

2 2 8
mais réapido limpa 3 do terreno (gastando 3 X4 = 3 de hora), enquanto

que o outro limpa 3 do mesmo terreno para a tarefa estar terminada

1
(este trabalhador gasta os mesmos g de hora, 3 X 8= g)
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1
Com01h=60mine—hz?Omin,entzio§h=8><20:160min:
120 min 4 40 min = 2 h e 40 min.

Portanto, os dois trabalhadores levam 2 h e 40 min para limparem o ter-
reno.

. Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 deseja-se construir nimeros de trés

algarismos satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) Em cada ndmero os algarismos devem estar em ordem crescente da
esquerda para a direita, ou seja, o algarismo da centena deve ser
menor do que o algarismo da dezena, e este deve ser menor do que
o algarismo da unidade.

(b) Para quaisquer dois algarismos considerados (ou seja, dentre os sete
algarismos acima) deve existir sempre um tinico nimero onde estes
algarismos aparecem ao mesmo tempo (exemplo: dados os algaris-
mos 1 e 2, devemos ter um e somente um dos nimeros 123, 124, 125,
126 ou 127).

Quantos nimeros é preciso construir de modo que as duas condigoes sejam
satisfeitas? Apresente estes nimeros.

Resolugao: Vamos comecar construindo os ntimeros 123, 145 e 167 satis-
fazendo as condigoes (a) e (b) para qualquer par que contenha o algarismo
1. A condicao (b) ainda nao estd completamente satisfeita.

J4 existe um ndmero com os algarismos 1 e 2, e com 2 e 3 (o nimero
123), mas nao existe ainda nenhum nimero com os algarismos 2 e 4 ou 2
ebou2ebouzed.

Tentamos entao 246 e 257 e esgotamos a condigdo (b) em relagao ao al-
garismo 2. Falta ainda verificar esta condigao para os algarismos 3, 4, 5,
6eT.

Vejamos: 347 e 356.

Podemos verificar que estes 7 nimeros satisfazem as condigbes (a) e (b):

123 246 347
145 257 356
167
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Obs:

e Existem outras solugoes possiveis. Por exemplo:

123 247 346
145 256 357
167

Estas sao as duas tnicas solugoes possiveis, fixados os nimeros 123,
145 e 167.Note que, fixado o nimero 123, temos 3 possibilidades
para os outros nimeros com o algarismo 1: 145 (e daf 167), 146 (e
157) e 147 (e 156). Finalmente, com os algarismos 1 e 2 temos 5
possibilidades: 123, 124, 125, 126 e 127. Portanto o nuimero total
de solugoes possiveis é: 5-3 -2 = 30.

e O numero 7 pode ser obtido da seguinte maneira: com 7 algarismos
podemos formar C3 = 35 ntimeros (que terdo seus algarismos em
ordem crescente) distintos de 3 algarismos. Para cada par de al-
garismos existem 5 possibilidades de formar um nimero. Portanto,
3B+5="17.

3. Usando moedas nos valores de 1, 5, 10, 25 e 50 centavos, qual o menor
nimero de moedas necessario para pagar uma conta de 94 centavos? E
se a conta for de 99 centavos?

Resolugao:Para formar 94 centavos necessitaremos de 4 moedas de 1 cen-
tavo (néo hé outra possibilidade). Faltam 90 centavos.

Para formar 90 centavos com o menor niimero possivel de moedas, parti-
mos das maiores moedas:

S0+25+...7

E af necessitamos de pelo menos uma moeda de 5 centavos.
Assim teremos:

90 =50+25+5+10

Qualquer outra possibilidade necessitard mais moedas:

90=50+10+10+104+10=50+25+5+5+5
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etc. Portanto, o menor nimero para pagar a conta de 94 centavos é 8:
94=1+1+14+14+50+254+5+10
Se a conta for de 99 centavos, ainda necessitamos de 8 moedas:

9=1+1+1+1+25+50+10+10

. Observe as igualdades:

22 -12=3
32-22=5
42 -32=7

Explique porque a diferenca entre os quadrados de dois niimeros consec-
utivos é sempre um numero impar.

Resolugao: Se considerarmos dois ntimeros consecutivos, um deles sera
par e o outro impar. O quadrado de um niimero par é par e o quadrado
de um numero impar é impar. Assim, a diferenca entre um nimero par
e um nimero impar (ou {mpar e par) serd impar.

Algebricamente:

(n+1)? —n? =2n — 1 ({mpar).

. Uma sala de oitos metros por quatro metros deve ser ladrilhada com

ladrilhos quadrados de 25 cm de lado. O dono da sala resolve usar
ladrilhos vermelhos e azuis, formando blocos de mesma cor no seguinte
formato:

Ele também quer que a sala seja ladrilhada com estes blocos de forma que
os blocos da mesma cor nao fiquem encostados lado a lado (é permitido
que se encostem em um vértice). Serd possivel ladrilhar a sala com estas
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exigéncias usando um numero inteiro de ladrilhos de cada cor? Justifique
sua resposta.

Resolugdo: Podemos formar blocos de 1m x 1m com 4 blocos bédsicos
(dados no enunciado) da seguinte maneira:

viv|iv]A
vIialAlA
Alv| iv|v
AlAalAaly

onde A = azul e V = vermelho.

Agora basta juntar 8 colunas, cada uma com 4 blocos destes acima.
Teremos portanto: 8 -4 = 32 blocos iguais aos blocos acima, ou seja,
32 -4 = 128 blocos basicos, sendo 64 vermelhos e 64 azuis. Teremos
portanto: 4 - 64 = 256 ladrilhos azuis e 256 ladrilhos vermelhos.

Classificacao

Para cada problema apresentado acima faz-se uma classificagao em termos
de tarefa, técnica, tecnologia e teoria (segundo conceitos de Ives Chevallard).

ORM - 2001, Nivel 1: Problema 1

i)

ii)

iii)

iv)

Tarefa: determinar quanto tempo levam os dois trabalhadores para
limparem o terreno;

Técnica: operacgoes; reconhecimento do dobro de um nidmero; repre-
sentagao decimal;

Tecnologia: algoritmo das operagoes; sistema de numeracao; sistema de
medidas;

Teoria: aritmética.
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ORM - 2001, Nivel 1: Problema 2

i) Tarefa: determinar quantos nimeros sdo possiveis de se construir satis-
fazendo as condigoes propostas e apresenta-los;

ii) Técnica: operagoes; arvore;

iii) Tecnologia: algoritmo das operagoes; relacdo de ordem; sistema de nu-
meragao;

iv) Teoria: aritmética; andlise combinatdria.

ORM - 2001, Nivel 1: Problema 3

i) Tarefa: determinar o menor nimero de moedas para pagar a conta;

ii) Técnica: operagoes; partigdo de um nimero;
iii) Tecnologia: algoritmo das operacoes;

iv) Teoria: aritmética.

ORM - 2001, Nivel 1: Problema 4

i) Tarefa: explicar porque a diferenga entre os quadrados de dois ntimeros
consecutivos é sempre um numero impar;

ii) Técnica: operagoes; reconhecimento de padroes; reconhecimento de nimeros
pares; reconhecimento de ntimeros impares;

iii) Tecnologia: algoritmo das operagoes;

iv) Teoria: aritmética.

ORM - 2001, Nivel 1: Problema 5

i) Tarefa: Determinar se é possivel ladrilhar a sala com as exigéncias do
dono;

ii) Técnica: reconhecimento de padroes; pavimentacdo do plano;
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iii) Tecnologia: algoritmo das operacoes;

iv) Teoria: aritmética; geometria.

Abaixo sdo descritas as técnicas que figuraram dentre os problemas listados
anteriormente.

e Operacoes: é a técnica mais elementar. Todos os problemas analisados
exigem essa técnica que consiste no uso das quatro operagoes bésicas
(adigao, subtragao, multiplicagao e divisao);

e Reconhecimento do dobro de um nimero: capacidade de reconhecer quando
um numero é o dobro de outro;

e Reconhecimento de nimeros pares e niumeros impares: capacidade de
identificar se um nimero é par ou impar;

Reconhecer um nimero par, por exemplo, exige do aluno uma boa com-
preensao da definicao de numeros pares. Todas as técnicas desse tipo exigem
a compreensao da teoria envolvida.

e Reconhecimento de padroes: geralmente o aluno percebe um padrao em
seus calculos quando hé uma repeticao constante de resultados;

e Arvore: técnica bastante utilizada para listar todas as possibilidades para
um certo evento. E uma maneira sisteméatica de lista-las sem repetir
qualquer possibilidade ou esquecer de alguma;

e Particao de um numero: decompor um numero natural como soma de
naturais.

e Pavimentacdo do plano: dispor figuras geométricas de modo a cobrir uma
regiao do plano sem que haja superposicao ou espacos vazios.

Algumas técnicas utilizadas na resolucado dos problemas olimpicos também
sao freqiientemente encontradas nos livros didaticos como, por exemplo, a re-
presentacao decimal.

Em um estudo mais aprofundado desses problemas (ver [1]) técnicas como
a experimentacao e reconhecimento de padroes sao encontradas com bastante
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freqiiéncia o que talvez possa responder em parte as perguntas do inicio deste
artigo: O que caracteriza um problema olimpico? No que eles se diferem dos
problemas usuais?

Essas técnicas sao raramente encontradas na resolugao de exercicios de livros
didaticos, o que torna os problemas olimpicos diferentes. Sao técnicas como
estas que despertam o raciocinio l6gico nos alunos, o que vem a ser uma das
caracteristicas destes problemas.

As questoes discursivas exigem que o aluno exponha seu raciocinio de forma
clara e compreensivel, o que permite a eles uma sistematizacao do raciocinio e
uma melhor compreensao da solugao apresentada.

Os problemas olimpicos sao formulados de modo que nao apresente tao
claramente os conceitos matematicos utilizados em sua resolucao, levando o
aluno a relacionar as férmulas, teoremas e resultados que aprende na sala de
aula a estas “ situagoes-problema”.

Criatividade e originalidade sao necessarias para resolver estes problemas,
pois os mesmos geralmente descrevem situagoes para as quais nenhum processo
rotineiro foi previamente aprendido. Ao resolver estes problemas com certa
freqiiéncia, o aluno adquire suas mais variadas técnicas, ampliando assim seu
conhecimento matemaético.

Esta analise feita com uma prova de nivel 1 revela que a teoria envolvida
nos problemas é essencialmente a aritmética (com algumas nogoes bésicas de
geometria e andlise combinatéria), visto que alunos 5% e 6% séries ainda nao
conhecem a &dlgebra e pouco sabem sobre geometria, por exemplo.

Percebe-se também que as tecnologias envolvidas nesses problemas sao bas-
tante elementares, nao ha nada muito sofisticado, o que nos faz crer que a
dificuldade encontrada em suas resolugoes consiste mais em interpretar o enun-
ciado e ter uma idéia inicial da resolugao.

Julgando de suma importéancia a resolucao de problemas para o desenvolvi-
mento do pensamento légico e raciocinio critico dos alunos, a anélise apre-
sentada aqui, utilizando conceitos da Teoria Antropoldgica do Saber de Ives
Chevallard, pode em muito auxiliar o professor na hora de escolher os proble-
mas a serem trabalhados com os alunos em sala de aula.
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O Problema da Divisao da Pizza

William Glenn Whitley
Departamento de Matematica, UFSC (Aposentado)

A Professora Carmem Suzane Comitre Gimenez apresentou um problema
interessante sobre como cortar uma pizza e distribuir as fatias (Revista da
Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina - N° 2, pg 116, Problema
5).

Consideramos uma pizza em forma de um disco circular perfeito com cen-
tro O na origem de um sistema de coordenadas cartesianas. Consideramos,
também, que a pizza é cortada em oito fatias. Concordamos que todos os
cortes passam por um ponto que chamaremos de V e que os angulos dos bicos
das fatias em V sao todos de 45°. Afirmamos que se vocé da pedacos alterna-
dos para duas pessoas, cada uma receberd 4 pedacgos e a quantia total de pizza
dada a cada pessoa é a mesma. Veja a Figura 1.

Figura 1

Na Figura 1, marcamos os quatros cortes com estilos de linhas diferentes,
etiquetamos os pontos onde os cortes (cordas) interceptam a circunferéncia e
indicamos a distribuicao das fatias para a pessoa 1 ou a pessoa 2. Nesta figura
notamos que o ponto V estd bem afastado do centro O da circunferéncia. Se
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um dos cortes passa por O, a solucao é imediata, nao sendo discutida aqui.
Portanto, podemos girar e/ou refletir o desenho até o ponto V' estar no primeiro
quadrante e a corda mais curta ser horizontal.

Na Figura 2, as quatro cordas iniciais sao salientadas pelas retas mais
grossas, deixando mais clara a divisao do disco nos pedacos de pizza. Em
seguida, incluimos copias destas cordas obtidas através de rotagoes de 90°,
180° e 270° das cordas originais. Queremos usar as simetrias da figura resul-
tante para apontar pedacinhos menores de areas iguais nas diferentes fatias.
Por 1ltimo, nas figuras futuras, as fatias que vao para a pessoa 1 ganharao um
sombreamento cinza, enquanto as da pessoa 2 permanecerao brancas.

'

bngsca gl

L

dunsens

.-‘)'..

Figura 2

Antes de iniciar esta tarefa, devemos esclarecer um ponto de terminolo-
gia. Rotacao de 90°, reflexao vertical e reflexao horizontal sao termos bastante
claros, mas reflexdao em 45° é um pouco ambiguo. Afinal, hd dois eixos di-
agonais. Chamaremos a diagonal que desce enquanto progride para a direita
(inclinacdo —1 no sistema de coordenadas cartesianas) de diagonal negativa e o
outro (com inclinagéo 1) de positiva. Chamamos a atengdo para uma situagao
especial neste desenho. Uma corda, aquela representada pela reta sélida, é
curta o suficiente para que o quadrado formado por suas imagens tenha seus
vértices fora da circunferéncia. O quadrado formado pelas cordas pontilhadas
tem seus vértices na borda e os outros dois quadrados tém seus vértices no
interior do disco. Dependendo de quanto o ponto de interseccao das cordas é
distante do centro, esta situagao pode se alterar significativamente. Portanto,
enquanto a distribuicao das fatias nao se altera, a configuracao dos pedacinhos
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do nosso desenho podem se alterar nos cantos perto dos diametros dos quadra-
dos. Tentaremos fazer um agrupamento de pedacos que nao dependa desta
propriedade especial do desenho.

Na Figura 3 vemos as quatro fatias menores acima da corda sélida, cada
uma com marcagao diferente. Em seguida vemos cépias de duas delas, as duas
mais para a esquerda, sob a reflexao pela diagonal positiva e cépias das outras
duas sob a reflexao pela diagonal negativa. Como reflexdo preserva area, para
cada uma destas quatro fatias, achamos uma area equivalente, sempre dentro
de uma fatia no outro agrupamento.

Neste momento as quatro fatias menores delimitadas pela corda soélida ja
foram compensadas por partes de outras fatias. Das fatias menores delimitadas
pela corda pontilhada, trés ja foram compensadas, e uma parte da quarta fatia
foi consumida. Desejamos compensar o resto desta fatia. Para facilitar os de-
senhos futuros, anotaremos as areas ja compensadas preenchendo-as com feixes
de linhas horizontais. Novas areas em discussao serao marcadas preferencial-
mente com feixes de linhas diagonais.

s

P==
F asm—

PO

Figura 3

Na busca de um lugar para encaixar esta regido, giramos e refletimos a
figura a procura de uma regido sombreada de formato igual. Achamos duas.
Podemos refletir em relagao ao eixo vertical ou girar 90° no sentido horério.
Optamos por girar. O que aconteceria se vocé optasse para refletir? Daria para
compensar as regioes restantes, fornecendo outra solugao? Veja a Figura 4.

Passamos a examinar a fatia grande delimitada pelas cordas pontilhada
e tracejada. Notamos que é uma regiao quadrilatera e que os lados opostos

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



82 Artigo

formados por partes das cordas sélida e tracejada sao paralelas. Temos assim
um trapézio T' que é muito especial, seus angulos medem ou 45° ou 135°.

Figura 4

Se examinamos o tridngulo AXZV notamos que os angulos em X e Z sao
de 45° e o triangulo é isdsceles. Assim, a corda tracejada que passa por V é
perpendicular & base e é a sua mediatriz, ou seja, XY = Y Z. Devido & simetria
por reflexao vertical, X X’ é vertical e VX X'V’ é um trapézio com as mesmas
bases que T e a mesma altura. Portanto, eles tém a mesma drea. Deste modo,
identificamos dois pares de areas que podem ser compensadas.

Figura 5
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Se pretendemos continuar nossa técnica, tentaremos achar um local para
encaixar o que sobrou da fatia grande tracejada simples-tracejada mista. Infe-
lizmente, a regiao que sobrou é toda irregular e temos somente um lugar para
encaixé-la, a fatia tracejada mista-solida. Notamos que a regiao nao compen-
sada delimitada pelas cordas sélida e a tracejada mista é uma regiao convexa.
Podemos tentar cortar fora um bico da regiao que sobra na fatia tracejada
simples-tracejada mista na esperanca de encaixar um grande pedago convexo e
esperar pela inspiragao para acertar os pedacos menores que sobram. Na Figura
6 identificamos uma regido promissora e a giramos 90° no sentido horario.

Notamos que sobrou uma regiao triangular em cada fatia. Afirmamos que
estes triangulos sao triangulos retangulos isdsceles. Notamos também que as
suas hipotenusas tém o mesmo comprimento por ambos medirem a distancia
entre um par de cordas tracejadas paralelas. Portanto, os triangulos sao con-
gruentes e tém a mesma area.

Isto conclui a demonstragao.

Na realidade, ainda nao conclui. Lembram como colocamos a corda menor
em cima do desenho e com o vértice dos cortes mais para a direita? Onde
usamos este fato na demonstragao? Serd que nao foi necessario ou serd que
enganamos vocés e usamos sem avisar?

FHA+H 1 H

Figura 6

Sera que esta € a tinica solugao? Podemos achar outras maneiras de recortar
as fatias ou até outras maneiras de agrupar os pedacinhos do nosso desenho?
Quantas outras simetrias podem identificar na Figura 2 além daquelas usadas
aqui? Divirtam-se.
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Se a Terra nao é Plana, quais sao as Relacoes
Métricas adequadas para determinarmos
Comprimentos e Angulos?

Celso Melchiades Doria

Dep. de Matematica, Universidade Federal de Santa Catarina
CEP: 88.040-900, Florianépolis-SC

O pregador hd de ser como quem semeia, e ndao como quem ladrilha ou
azuleja ... O riustico acha documentos nas estrelas para a sua lavoura e o
mareante para a sua navegacdo e o matemdtico para as suas observacoes e
para 0s seus juizos. De maneira que o rustico e o mareante, que nao sabem

ler nem escrever, entendam as estrelas; e o matemdtico, que tem lido quantos
escreveram, nao alcanca a entender quanto nelas hd.- P.. Anténio
Vieira(1608-1697) - Sermao da Sexagésima [5].

Introducao

Se a primeira impressao foi de que a Terra era plana, nada mais natural do
que descobrir, primeiramente, que num tridngulo retangulo AABC (fig.1) cuja
hipotenusa mede a e os catetos medem b e ¢, que o quadrado da hipotenusa é
igual a soma do quadrado dos catetos , ou seja,

a? = b + . (1)

A identidade 1 é a expressao do famoso Teorema de Pitagoras.

Decorre do Teorema de Pitdgoras que num triangulo AABC qualquer, cujos
lados medem a, b e ¢, e cujos angulos internos medem «, 3 e 7y, conforme indica
a figura 2, que
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a® =b? + ¢® — 2bc.cos(a)
b2 =a® + ¢ — 2ac.cos(f3), @
 =a® + b — 2ab.cos(7).

C
c
Y
v b
a b a
R B o N p\ o
B c A B ¢ A
Figura 1: triangulo retangulo Figura 2: triangulo ABC

Porém, a Terra nao sendo plana implica que as identidades acima nao sao as
mais adequadas para realizarmos medicOes sobre a superficie do nosso planeta.
E claro, a experiéncia mostra que quando as medidas realizadas sao pequenas
em relagao ao raio da Terra, entao os resultados obtidos pelas identidades 1 e
2 sao bastante precisos. E af que comegam os problemas, uma vez que a neces-
sidade de realizarem-se medidas de longa distancias sobre a Terra é inevitavel.
O objetivo deste artigo é descrever as relagoes métricas em triangulos esféricos
e mostrar um método de obté-las. Se assumirmos que a Terra é uma esfera, o
principal parametro a ser determinado é a medida do seu raio.

Raio da Terra

Medida do Raio da Terra

Por volta de 250 a.c., o grego Eratéstenes (276 - 194 a.c.), amigo de Ar-
quimedes e conhecido como Beta, por ser o segundo melhor em tudo, desen-
volveu um método muito simples para calcular a medida da circunferéncia da
Terra. Hoje em dia sabemos que é de 40.075 km. Considerando que na época
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nao se sabia qual era o formato da Terra, podemos comparar o calculo de
Eratoéstenes a obtencgao de uma resposta para a questao atual sobre o formato
do Universo (espago-tempo).

Eratdstenes exercia o cargo de administrador da Biblioteca de Alexandria,
no Egito, onde havia varios pergaminhos com conhecimentos diversos, dentre
os quais os adquiridos pelos Gregos e pelos Egipcios. A aproximadamente 800
km ao sul de Alexandria havia uma cidade, denominada na época de Syene e
hoje conhecida como Aswan, onde Eratdstenes sabia que a posigao do Sol, ao
atingir o zénite no solsticio, era vertical.

TERRA
GO\L

Figura 3: Alexandria e Seyne , a = 3

Na fig.3, o ponto A corresponde & cidade de Syene enquanto o ponto B
a Alexandria. FEratdstenes concluiu que lhe bastava conhecer o angulo « e

a distancia Aswan-Alexandria para estimar a circunferéncia da Terra. Isto

AB
porque ele conhecia as férmulas AB = R.a == R= — e C = 27.R, da onde
o

C= 27r.A—B. (3)
@

Estas férmulas, consideradas evidentes nos dias de hoje, eram grosseira-
mente deduzidas e nao dispunham de uma representacao algébrica adequada
para manipuld-las, tornando o conhecimento e as aplicagoes acessiveis para
poucos.

A idéia de Eratostenes foi determinar o angulo «, o que ele fez considerando
as seguintes hipdteses:

1. A Terra é uma Esfera, assim como a Lua.

2. Os raios do sol chegam a Terra praticamente paralelos;
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3. O caminho que percorre a menor distancia entre Alexandria e Aswan,
se continuado, descreve uma circunferéncia igual a de um grande circulo

(Equador)

Desta forma, Eratostenes simplificou o problema da determinagao do angulo
«. No instante em que o raio de Sol atinge o ponto A ortogonalmente, o
mesmo raio ao atingir o ponto B forma um angulo 8 com uma estaca fincada
ortogonalmente ao chdo. Na figura, observamos que os angulos « e § sao iguais,
uma vez que angulos opostos pelo vértice sao congruentes, assim como angulos
correspondentes também sao.

Eratéstenes mediu g = 215 e AAB = 5.000 estddios '2, da onde C' = 2 -

25 - 5000 = 250.000 estadios. Considerando que 1 estadio correspondia a 157,5
metros, segue que C = 39.375 Km e R = 6.266,71 km. Apesar do método
utilizado ser pouco preciso, o resultado obtido é excelente pois ao comparé-lo
com a medida atual de R = 6.378,11 km, obtido a partir dos 40.075 km de
circunferéncia, o erro é da ordem de 111 km (1, 75%).

“Se tal extraordindrio resultado pode ser feito conhecendo-se ape-
nas esta simples propriedade de linhas retas, que de certa forma €
evidente, quantos grandes problemas sdo esperados de um profundo
conhecimento da geometria ? Esta questdo ndao pode ocorrer a uma
mente inquisidora da verdade; € fundamental determind-la a ndo
perder tempo em adquirir o conhecimento”

- Malton (sec. 18), New Royal Road to Geometry

2°- Método

Os Gregos conheciam um segundo método para o calculo da circunferéncia
da Terra utilizando uma estrela fixa no céu, em vez do Sol. Este 2°° método é
atribuido a Posidonius (135 - 51 a.c.), tutor de Cicero.

Posidonius observou que quando a estrela Canopus encontra-se no horizonte
sul de Rhodes, ela vista de Alexandria, ao sul de Rhodes, encontra-se acima

Fs
do horizonte formando um angulo de g como mostra a figura 4. Para aplicar

este novo método, Posidonius teve que assumir as seguintes hipdteses;

12unidade de distancia utilizada na Grécia antiga
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1. O arco, sobre a superficie da Terra, ligando Rhodes e Alexandria encontra-
se sobre um grande circulo,

2. Os raios de luz vindos de Canopus chegam a Terra paralelos,

CANOPUS

Figura 4: Método de Posidonius , o = 6

. . ~ . T . .
Posidonius observou que o angulo central @ media —, o que implica, pelo
24 ) )
mesmo raciocinio de Eratéstenes, que conhecendo-se o comprimento do arco

AAR de Alexandria a Rhodes, a circunferéncia da Terra seria de C' = 48.AR.
Entretanto, Alexandria estd separada de Rhodes pelo Mar Mediterraneo,

donde havia grande dificuldade em determinar o valor de AR. Com enorme
inconsisténcia, Posidonius utilizou o calculo de Eratdstenes que havia estimado

AR = 3750 estadios. Consequentemente, pelo método de Posidonius, a circun-
feréncia da Terra mede C' = 180.000 estadios; ou seja C' = 28.350 km. Desta
forma, o erro obtido é da da ordem de 7%, muito maior do que o obtido por
Eratostenes.

Todo este esforco matematico so teria sentido se os viajantes e navegadores
acreditassem no fato de que a Terra é uma esfera. Sem duvida, ao sabermos o
valor do raio da terra, fica mais simples obtermos as distancias, pois o valor de
7 jé era conhecido com precisao de 2 casas decimais.

Aplicacao

O valor de 180.000 estadios(28.350 km), divulgado pelo trabalho ampla-
mente conhecido do gedgrafo Grego Strabo (64 a.c. - 23 d.c.), levou a con-
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sequéncias mais profundas do que qualquer outro erro geométrico ja cometido.
Colombo usou a medida obtida por Posidonius para argumentar a viabilidade
de sua proposta de alcancar as Indias nagevando para o Oeste. Colombo expds
sua proposta para sabios da época que acreditavam na hipétese do Mundo ser
redondo, e que eram encarregados para decidir se a viagem sobre o imenso
oceano em pequenos barcos de madeira tinha chance de sucesso. Eles nao
estavam preocupados se os barcos poderiam cair em alguma espécie de pen-
hasco no fim do Mundo, eles de fato procupavam-se com a possibilidade do
apodrecimento dos barcos e do sacrificio da tripulagdo que correria riscos de
morrer de fome e de sede. A decisao dependia da estimativa para a provavel
distancia que as naus navegariam, a qual dependia das estimativas feitas sobre
a circunferéncia da Terra.

Colombo defendeu sua tese para os conselheiros do Rei e Rainha de Espanha
citando o grande astronomo e geografo Ptolomeu que viveu muitos anos apds
Eratéstenes, Posidonius e Strabo. De acordo com Ptolomeu, um viajante que
comegasse sua viagem do ponto mais a Oeste no continente europeu, situado no
Cabo de Sao Vicente em Portugal, e rumasse Leste, sobre um mesmo paralelo,
até retornar ao ponto de partida, faria a primeira parte da viagem por terra
e a segunda por mar. Isto significaria que as terras dos continentes europeu e
asidtico ocupavam cerca de 180° de um paralelo no hemisfério norte.

Na figura 5 temos que O é o
centro da Terra enquanto sobre o
mesmo paralelo temos os pontos V c v
e C correspondendo ao cabo de Sao
Vicente e ao extremo leste na China,

respectivamente(VC' = 180°). De
acordo com a teoria de Ptolomeu,
havia muita agua entre a China e
Portugal, o que nao serviria para os
argumentos de Colombo. Assim, ele
fez uso da estimativa puramente es-
peculativa de um astronomo grego
chamado Marinus de Tyre, a quem
Ptolomeu havia citado apenas para criticd-lo. Seguindo Marinus, Colombo
supos que a distancia entre os pontos V e C, por terra, era de 225°. Portanto,
o ponto C foi deslocado para C; na figura 6.

Figura 5
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Observando um atlas moderno, observa-se que a distancia, em graus, dos
extremos dos continentes sobre o paralelo em que encontra-se V, é da ordem
de 120°; o que implica que a distancia por mar é da ordem de 240°. De acdrdo
com a estimativa de Colombo, a distancia por mar seria de 360° —225° = 135°.

Utilizar a estimativa de Mari-

nus foi um dos muitos artificios

que Colombo usou para diminuir a c v
distancia por mar as Indias. Gracas
a invengao da imprensa, por volta de
1450, pelo alemao Johannes Guten-
berg, o livro do mercador veneziano
Marco Polo, descrevendo as suas via-
gens por terra ao oriente, havia sido
publicado. Colombo havia adquirido
uma cépia do livro de Marco Polo;
este exemplar, sobre o qual Colombo
anotava, ainda existe. As anotacoes
mostram como ele foi diminuindo
a distancia para alcancar as Indias
navegando para Oeste. De acordo com Marco Polo, com um pouco de exa-
gero, a distancia, em graus, de V ao ponto no extremo leste da China, sobre
o paralelo, localizava-se a 28° mais afastado do que a estimativa de Marinus,
deslocando o ponto C; para o ponto Cs, como indica a figura 7. Desta forma,
a distancia por mar seria de fato de 360° — (225° + 28°) = 107°. Marco Polo
afirmou que e as Indias ficavam em algum lugar préximo a Cipango(Japao), o
qual Colombo estimou como 30° mais a leste da China.

Figura 6

De acordo com o relato de Marco Polo, Cipango deveria encontrar-se onde
estd marcada a letra J na figura 7. Consequentemente, a distancia por terra de

V a C seria de 225° + 28° 4 30° = 283°, da onde conclui-se que o arco JV tem
a distancia em graus dada por 360° — 283° = 77°; correspondendo a distancia
por mar do Cabo de Sao Vicente a Cipango. Espertamente, Colombo plane-
jou partir das Ilhas Candrias, as quais encontravam-se, segundo estimativas da
época, a aproximadamente 9° a oeste do cabo de Sao Vicente, o que impli-
caria que a distancia a ser navegada seria de uns 68°, desprezando-se o fato
das IlThas Candrias nao se encontrarem sobre o mesmo paralelo que o Cabo.
Aparentemente, Colombo nao tinha a precisao como uma das suas virtudes.
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LN

Figura 7

Insatisfeito com os 68° obtidos, ele resolveu cortar mais 8° do seu caminho.
Assim, Colombo anunciou ao comité, espantado pelos argumentos apresenta-
dos, que ele chegaria as Indias nagevando 60° a Oeste das Ilhas Canérias, o que
corresponderia a 1/3 da estimativa de Ptolomeu, que na época ainda gozava
de grande prestigio.

- >

Figura 8: JK = 68°, K= Ilhas Canarias e § = 23°

Para discutir a viabilidade da viagem, era necessario transformar a distancia
estimada em 60° graus para quilometros. Aqui o erro de Posidonius cumpriu a
sua fungao dentro dos objetivos de Colombo. Considerando que a circunferéncia
da Terra calculada por Posidonius era de 180.000 estadios, os 60° nagevados
sobre o equador correspondem a

60 (1
d= 360 x 180.000 = 30.000 estéadios,

ou, em km, d = 4.725km.
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No entanto, Colombo nao pretendia navegar ao longo do Equador, mas ao
longo de um paralelo de latitude, o que resultaria numa distancia ainda menor.
Para calcular o raio de um circulo de latitude é necessario saber que a latitude
das Ilhas Canarias é de 23°. Isto significaria que a distancia deveria ser da
ordem de 4.320 km.

Colombo concluiu sua exposi¢ao ao comité dizendo que O final da Espanha
e o comeco das Indias nao encontram-se muito distantes, o mar que 0s separa
€ navegavel em poucos dias tendo ventos favordveis; ele estimou a viagem em
30 dias. Estes dizeres estao gravados em uma das anotagoes feitas nas margens
de um livro seu sobre cosmografia.

Tendo Colombo como Almirante, a esquadra formada pelas caravelas Santa
Maria, Niria e Pinta, partiu das Ilhas Candrias em setembro de 1492 e, em 33
dias, no dia 12 de outubro de 1492, alcangou terra a uma distancia de 57° a
Oeste do ponto de partida, conforme previsto por Colombo. Estas terras nao
faziam parte do Japao, mas de um Mundo Novo.

Relagoes Métricas Esféricas

Distancia sobre a Esfera

Uma vez que a Terra nao é plana, os axiomas da geometria euclideana e as
suas consequéncias nao podem ser empregadas para obtermos relagoes métricas
entre comprimentos e angulos sobre a esfera. A diferenca entre as geometrias
fica evidente quando observarmos que nao hé retas sobre uma esfera.

No que segue, vamos assumir que a Terra é uma esfera; de fato, a Terra é
achatada nos pdlos. Sendo assim, vamos abstrair o problema para a superficie
de uma esfera com raio R.

Uma esfera de raio R centrada na origem é o conjunto dos pontos

o(R) ={(z,y,2) € R® | 2® + y* + 2° = R*}.

Para melhor descrevermos os pontos sobre a esfera o(R) introduzimos co-
ordenadas esféricas. Um sistema de coordenadas esféricas sobre o é um par
(U, ¢) tal que U C o é um subconjunto aberto de o e ¢ : (0,27) x (0,7) — U

é um difeomorfismo!®.

13funcéo diferencidvel que é uma bijecdo e cuja inversa também é diferencidvel
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Exemplo: Sejam N = (0,0,1) e S = (0,0,—1) os pdlos norte e sul e | =
{(2,0,2) | 2> + y?> = 1,2 > 0}. Considere U = 0 — {N,S}Ul e ¢ : (0,2m) x
(0,7) — U definida por

#(0,v) = R.(cos(0)sen(v), sen(8)sen(v), cos(1))). (4)

Neste caso, temos que (U, ¢) é um sistema de coordenadas sobre o e, se
p = ¢(0,1), as coordenadas esféricas de p = (z,y, 2) € o(R) sao (0,) (fig. 9).

Os pontos p, ¢ € o(R) definem o plano m,,, que contém a origem e é gerado
pelos vetores dp e og;

Tpg = {8.0p+t.0q | s,t € R}.

A intersegéo de o(R) com 7, é uma circunférencia que denominamos de
equador e denotamos por e,,. Além disto, os pontos p e ¢ dividem o equador
¢pg em dois arcos ey, e 2 denominados segmentos.

Para obtermos relagoes métricas sobre o(R) assumiremos os seguintes axi-
omas;

Axioma 1 : Dados dois pontos p,q € o(R) existe um unico equador ey, C
o(R) tal que p,q € ¢pq.

. . N o y 1
%Xloma 2 : Os pontos p e q dividem o equador ¢,q em dois segmentos e, e
€pq

Axioma 3 : A distincia esférica entre dois pontos distintos p,q € o(R) é

do(r)(p,q) = inf(L(e,,), L(ep,))-

Axioma 4 : Para qualquer par de equadores ¢1 e eo hd wma transformacdo
f:0(R) — o(R) que preserva as distincias entre pontos de o(R) e f(e1) = esa.

Ao supormos que o angulo entre os vetores op e o¢ mede (), a distancia
entre p e ¢ (fig.10) é dada por

()

ds2(g)(p,q) = R.Q = R.arcos (<0;m0q>)

R2
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Figura 9: coordenadas esféricas Figura 10: distancia esférica

Vamos considerar que, em coordenadas esféricas, os pontos p, ¢ € o(R) sao
descritos por

p = R.(cos(0p)sen(vy), sen(0p)sen (i), cos(ibyp)),
q = R.(cos(0q)sen(vq), sen(0)sen(iq), cos(ty)).

Ao substituirmos na expressao 5 obtemos a seguinte férmula para a distancia:

ds2(r)(p, q) = R.arcos (cos(AG).cos(Aw) + 2sen? (%) .cos(wp).cos(l/}q)> )
(6)
onde A =0, — 0, e A = g — Pp.
Se supormos que p pertence ao plano-xy, isto é, 1, = m/2, segue que

ds2(r)(p,q) = R.arcos (cos(Af).cos(A))) . (7)

De acordo com o axioma 4, existe uma transformacao em o(R) preservando
a distancia e levando p ao ponto (1,0,0). Assim, podemos assumir que p
pertence ao plano-xy e ¢, = m/2. Portanto, a distancia entre os pontos p e ¢
sobre o(R) satisfaz a identidade

cos (M> = cos(Af).cos(Ay). (8)
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Figura 11: angulo entre segmentos

Definigcao: O angulo formado por dois segmentos € igual ao dngulo formado
pelos planos que contém os segmentos (fig. 13).

Triangulos Esféricos

Os pontos A, B e C sobre o(R), quando ndo pertencem a um mesmo
equador, definem um triangulo AABC esférico. Assim como na geometria
euclideana, na geometria esférica existem relagoes entre as medidas dos lados
com as medidas dos angulos de um tridngulo.

Teorema 1 : Teorema de Pitdgoras Esférico - Seja NABC wum tridngulo
geodésico sobre a esfera o(R) tal que no vértice A o dngulo seja retingulo.
Suponha que a hipotenusa mede a, o lado oposto a B mede b e ¢ seja a medida
do lado oposto a C. Entao,

cos () = cos () o5 ()- o

Demonstragao: De acordo com o Axioma 4, podemos considerar o lado AB
sobre o equador 1 = 7/2. Em particular, podemos assumir que
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Portanto,< O_B, OC >= cos (%)

Conforme dito anteriormente, a
nossa experiéncia cotidiana mostra
que a expressao 1 é adequada para
resolvermos problemas de medicao
quando, por exemplo, queremos
medir as dimensées de uma con-
strucao, ou de terrenos e até as
distancias dentro de uma cidade.
Sendo assim, a identidade 1 deve
ser obtida a partir de 9 quando
os lados a, b e ¢ do triangulo sao

muito pequenos em relacao ao raio R. Figura 12
Por exemplo, para um segmento AB
10
medindo 10 metros sobre a superficie da Terra temos que ——— ~ 1 mm.
6378, 11
b
Vejamos o que ocorre ao assumirmos na identidade (6) que % ~ 0, 7 0e
% ~0.
Segue das séries de Taylor da funcoes cosseno e seno que
(%)
%No = cos(%):l—RT+o((%)4), (10)
a a a .o
—)=—=—-o((= 11
sen(5) = %~ o((%)?) (1)
onde
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o((L)4
o <<§>2> i
E—>O (E)

(12)
Consequentemente,
a? —b* — 2 10%.¢2 1 , 5 b
f——zﬁ"‘rQ—RQ [b .O(ﬁ)‘f—c O(ﬁ)] + (13)
at bt ct bt ct
ol ol —ol )| = o) ()

Assim, se R>a, R>be R> ¢, entao
a? ~ b+

a b c
sendo que no limite = —-0,=—0e—=—0

R R
a® =b% + 2.

Portanto, o Teorema de Pitdgoras euclideano deve ser aplicado quando os
lados do triangulo sao muito pequenos em relagao ao raio R, embora ele s6 vale
nas situacoes limites descritas acima ou quando a, b e ¢ sao fixos e R — oo.

Agora, vamos considerar um tridngulo qualquer.

Proposigao 1 : Lei dos Cossenos - Seja ANABC um triangulo esférico em o
com angulos internos medindo o, B e 7y e cujos lados opostos medem a, b e ¢,
respectivamente. Fntao,
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cos(a) =

cos() =

Demonstragao: Sem perda de generalidade, suponha que

A=(1,0,0),

c

cos () = cos () os (5

sen () sen (3

o ) e ()

() oo ()

cos (%) — COS (%) CcoS (%

sen () sen ()

B = (cos(0p)sen(yB), sen(0p)sen(vg), cos(vp))

C = (cos(bc), sen(f¢),0).

Assim,

cos(%) = < OB,0C >= cos(0c — 0p)sen(ip),

cos(ﬁ) = < 0OA,0C >= cos(0c),

cos(%) = < OA,0B >= cos(0p)sen(yp);

da onde segue que,

sen(%) :\/COSQWB) + sen?(0c — 0p)sen?(Ypg)

sen(%) =/cos2(p) + sen2(0p)sen?(1p).

Os vetores

(16)

(17)

(18)
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OA x OB . (0,~cos(¢p), sen(0p)sen(yp))

nAp =——= =
AP | OA x OB | Vcos2(Yp) + sen2(0p)sen?(Yp)
R OB x OC _ (—cos(yp)sen(0c), cos(vp)cos(0c), sen(0c — Op)sen(yp))
e | OB x OC | Veos2(Yp) + sen?(0c — Op)sen?(Yp)
0C x OA
nea =—s 28— (0,0,-1
“AT 00 x 04| ( )

(19)

determinam os planos m4¢, TAp € TBc, respectivamente. Considere
{nap,npc,nca} uma base orientada de R3. Uma vez que,

cos(a) = — < nac,nap >,
cos(fB) = — <nap,npc >,
cos(y) = — < nac,npc >,
obtemos
cos(a) = sen(fp)sen(vg)
\cos2(Yp) + sen?(0p)sen? ()
cos(f) = cos?(¢Y)cos(0c) — sen(Bc — 0)sen®(Yp)sen(0p)
\cos2(Yp) + sen?(0p)sen(Yp)\/cos?(Yp) + sen?(0c — Op)sen®(¥p)
cos(y) = sen(fc — 0p)sen(vp)

N Vcos2(Yp) + sen?(0c — GB)SenZ(wB).
(20)

Da relagao 16, temos

cos () =eos (5 ) cos () + sen () sentompsentin)

c

sen(0c — Op)sen(vp) =sen (;) cos (E) — cos (2) sen(0p)sen(vp),
(21)
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e, consequentemente,

cos () = cos () os ()
()

sen(0p)sen(vYp) =

() ~<os () o 5 -
cos =) —cos(—=)cos| —=
R R <R>
sen(0c — O0p)sen(vp) = A .
sen (E)
As expressoes 21 aplicadas a 16 resultam nas seguintes identidades:
cos (ﬁ) — cos b cos <£>
R R R
cos(a) = ,
7)< (%)
sen (R) sen (4
c a b (23)
cos () = cos () eos ()
cos(y) = .

( a ) b
sen | —= | .sen | —=
R R
Analogamente, a identidade para o cos(f) é obtida a partir da situacdo na
qual os vértices do AABC' sao

A=1(1,0,0), B = (cos(0p),sen(fg),0)

C = (cos(0c)sen(e), sen(0¢c)sen(ve), cos(ve)). (24)

Neste caso, obtemos

cos () = cos () cos (3
@G

Revista da ORM/SC n° 3, 2006




104 Artigo

Coroldrio 1 : Lei dos Senos - Num triangulo esférico NABC, como na
proposicao 1, valem as identidades

sen(a) _ sen(3) _ sen(7)
sen(a)  sen(b)  sen(c)’

(25)

A seguir, como no caso do Teorema de Pitagoras, vamos analisar as ex-
pressoes 14 quando R > a, R > b e R > c¢. Ao aplicarmos as aproximagoes
10 e 11 & primeira expressao em 14, segue que:

1 a? at 1 b2 1c? 1
g o) g } 5 o
cos(e) = b bt c ct
7o) |7 - O%ﬂ
b2 + c? — a? B lﬁ
_ 2 4 R? +
N ct b* 1 b ct
bc — ik [bo(R4)+co(R4)] 2 (R4) (R4)
at bt ct
R2 o) — ol ) o)
+ 4 b4 1 b4 C4 +
bc — g {bo(R4)+co(R4)}+ﬁo(ﬁ).o(ﬁ)
oA 1 4 a4
S0(50) + o(p)] — 23 0l 1) 0l )
+ 1 ct bt 1 b ct
bc — i {bo( )+CO(R4):| +ﬁ (ﬁ)'o(ﬁ)

b
Portanto, no limite % — 0, T —0e % — 0 verificamos a identidade

a® = b* 4 ¢ — 2bc.cos(a) (26)

A Area de um Triangulo Esférico

Uma vez que as relagdoes métricas em triangulos esféricos sdo simples, é
natural que haja uma expressao para a area.
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Um gomo em o é uma regiao limitada por dois segmentos 1 e p ligando
os pontos antipodas p = (z,y,2) e ¢ = (—z,—y, —2), em 0. Em cada um dos
vértices p e ¢, os segmentos formam um &angulo 6 denominado o angulo do
gomo. Um gomo com angulo 6 é equivalente, pelo axioma 4, &

Go = {(cos(0)sen(v), sen(0)sen(y), cos(¥)) |0 < 0 < o, 0 < ¢ < 7}.
Lema 1 : A drea de um gomo com angulo interno 6, em o(R), € igual a 20R>.

Demonstragao: Utilizando coordenadas esférica temos que

6 g
A:Ra//sm@MW:%W.
o Jo
Em particular, se # = 27 o resultado 47 R? d4 a area da esfera.

Teorema 2 : A drea de um triangulo esférico AABC C o(R), cujos dngulos
internos medem «, 3 ey, €

A=R*[(a+B+~)—7].

Figura 13
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Demonstracao: Seja A a drea do tridngulo, pelo lema anterior a drea do gomo
G, com angulo « é

A+ A, =2aR?,

onde A, é a area da regiao complementar ao triangulo no gomo. Uma vez que
a drea de o é 4mR? e que A UG, UGg U G, é um hemisfério, segue que

A+ Ay +As+ A, =21R?

Consequentemente, A + (2aR? — A) + (28R? — A) + (2yR? — A) = 27 R?,
eA=R2[(a+B+7)—n].
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108 Solucgoes de problemas propostos na revista anterior
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1. Proposto por Ivan Pontual Costa e Silva, UFSC. Seja L uma reta, P; e P,
pontos distintos fora de L mas coplanares com L. Mostre que existe um
unico ponto P de L com a propriedade que d(P, P;) 4+ d(P, P2) é minima,
e neste caso, o menor angulo que PP; faz com L e o menor angulo que
PP, faz com L sao iguais.

SOLUGAO(enviada pelo proponente)

Temos duas situagoes possiveis:

(i) P e Py estao em lados opostos com respeito a I;
(ii) P1 e Py estdo do mesmo lado com respeito a [.

Caso (i):

Seja P P, o segmento que une P; a P,. Estando P; e P, de lados opostos
de [, hd um ponto P de [ entre P; e P,. Nesse caso,

d(Py,Py) = d(Py,P)+d(P,Py) (1)

Seja P’ um ponto qualquer de I, P’ # P. P’ nao pode ser colinear com
Py e P, uma vez que a reta P; P, nao pode intersectar [ mais de uma
vez, e ja o fez em P.

Considere o triangulo com vértices P/, P; e P». A desigualdade triangular
garante que:

d(P/,Pg) +d(P/,P1) > d(Pl,PQ) (2)

Da equagédo (1), temos portanto:
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Solucgoes de problemas propostos na revista anterior

d(P,P) + d(P,P,) < d(P'P) + d(P', P5), (3)

isto é, d(P, P1) + d(P, P») é a menor possivel, e P é o ponto procurado.

Seja a o menor angulo que PP, faz com I. Nesse caso, a é menor ou
igual a um angulo reto. Um dos angulos que PPy faz com [ é oposto pelo
vértice, e portanto, congruente a «, sendo esse imediatamente o menor
angulo.

Caso (ii):

Seja I’ a perpendicular a [ baixada por Ps, e seja A o pé dessa perpen-
dicular em [. Temos dois subcasos:

(ii)-(a): Py estd em I’
(ii)-(b): Py néo estd em I’

Subcaso (ii)-(a):

A’ A 1

Seja A’ ponto arbitrario de I, com A’ # A. Nesse caso, A’ nao estao em
. Os triangulos AP, AA" e APy AA’ sao triangulos sao retangulos e Po A’
e Py A’ sdo as respectivas hipotenusas.

Portanto:

d(PLAY) > d(P,A) (4)
d(PyA") > d(PyA) (5)
S A(PLAY) + d(PAY) > (PLA) + d(P2A) (6)

E A é o ponto procurado.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



111

Por construcdo, o angulo menor que P A e P, A formam com [ sdo con-
gruentes, sendo ambos retos.

Subcaso (ii)-(b):

Seja Pj o ponto em I’ simétrico a P, com respeito a [ (existe e é tinico
por transporte de segmentos).

A

h
D

|

|

|

|

|

|

|

il

|

|

|

|

|

|

|

|

v

P

P} esté do lado oposto ao de Py com respeito a [, e portanto, existe um
ponto P fora de [ entre Py e Pj. P # A. Pelo caso lado-angulo-lado,
temos:

AP,PA= AP,PA  (7),

de onde

d(Py, P) = d(P3, P)  (8)

Seja P’ um ponto qualquer de [.Se P’=A temos d(Ps, P') = d(P2, P’) (9)
por construgdo. Se P’ # A, temos que APJP'A = AP,P’'A (10) pelo
caso lado-dngulo-lado.

Logo

d(Py, P') = d(Pp, P')  (11)
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Solucgoes de problemas propostos na revista anterior

Pelo caso (i),

d(Py, P")+d(Pj, P' > d(Py,P)+ d(Ps, P) (12)
Portanto:

d(Py, P') + d(Py, P) > d(Py, P) + d(P2, P) (13)

e P é o ponto procurado.

Finalmente, o angulo o = PgﬁA é o menor angulo que P, P faz com [,
por ser menor que um angulo reto. Pela congruéncia de tridngulos (7),
temos:

P,PA' = P,PA  (14)
Seja A’ um ponto de [ de modo que P esteja entre A e A’. O angulo

Py PA’ é oposto pelo vértice a P4PA, e portanto congruente a este.

Logo, P,PA' = PéﬁA, sendo este o menor angulo. [ |

Proposto por Andrzej Solecki, UFSC. Seja f(z) = x® —32%+ax+1. Quais
as 3 raizes reais desta funcao, sabendo que as mesmas estao em PA? Qual
o valor de a?

SOLUCAO (enviada pelo leitor Vilmar Minella Junior)

Represente as 3 raizes em PA: x —r, z, x+r. Utilizando-se a relacdo de
—b
Girard, temos: z—r+z+z+7r = T ondeb=-3=zx—r+zx+x+r=

—(=3)

Substituindo-se o valor da incégnita = na equagao, encontraremos o valor
dea: 2 =322 +ar+1=0=13-3(1)2+a(1)+1=0=1-3+a+1=
0=—-14+a=0=a=1.

Para o polinémio ficar divisivel, faremos:z = 1 ou z—1 = 0. Assim sendo,
baixaremos o grau do polinémio.

a) Pelo método da chave:
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22 —3224+r+1|x—-1
—x3 4 2? 22 —2x—1
222 +x+1
222 — 2x
—z+1
z—1

00

b) Pelo dispositivo pratico de Briot-Ruffini:

1]-3] 11
tff-

Desta maneira transformamos a equacao de terceiro grau em uma equagao
de segundo grau :z?> — 22z —1=0.

Podemos resolver esta equagao pelo método de Baskara , entao:
IRV
v 2a
A=0b—dac=NAN=4+4=N=8
2+/8 2 —
r1 = To =
! 2 ? 2
2+22 2 —2V/2
2

Tr1 = B) o =
x1=1++2 T =1-+/2

B

. Proposto por Antonio Vladimir Martins, UFSC, retirado do livro Tech-
niques of Problem Solving. Com um grande quadrado de chumbo, é
possivel achar o centro de uma pequena circunferéncia . Mas se vocé
tiver um grande tridangulo equildtero, como achar o centro desta mesma
circunferéncia?
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SOLUGCAO (enviada pelo graduando Felipe Vieira)

Sobre uma circunferéncia, a qual estamos interessados em encontrar seu
centro, colocamos o vértice A do triangulo eqiiilitero ABC. Da intersegao
dos lados AB e AC com essa circunferéncia resultam os pontos D e E.
Girando o triangulo eqiiilatero ABC em torno do vértice A, de modo que
o lado AB passe pelo ponto E, encontramos a reta r dada pelo ponto lado
AC do triangulo em sua nova posicao.

Agora, colocamos uma das bases do tridngulo eqiiildtero sobre a reta r e
deslizamos horizontalmente sobre ela até um dos lados tocar o ponto E
(de maneira que um dos lados do triangulo nao coincida com o lado AC) e
obtemos o ponto D’ (dado pelo vértice do tridngulo ABC com a reta 1).
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Fagamos este mesmo procedimento, girando o triangulo eqiiilatero ABC
em torno do vértice A, de modo que o lado AC passe pelo ponto E e
assim encontramos o ponto E’.

Tracando os segmentos DD’ e EE’ utilizando-se um dos lados do triangulo
equilatero obtemos a partir da intersecao desses segmentos o centro O da
circunferéncia.

Observando que EE'=DD’ e a distancia FE’ é igual a ?x lado do
tridngulo ABC. Prove!

Provamos que é possivel encontrar o centro da circunféncia utilizando-se
de um triangulo eqiiilatero. Sera possivel encontrar o centro dessa mesma
circunferéncia utilizando-se qualquer poligono regular?
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Convidamos o leitor a enviar solugoes dos problemas propostos e a sugerir
novos problemas para as proximas edi¢oes.

1.

Proposto por César Raitz, UFSC. Dado um quadrado de centro em O e
cuja medida dos seus lados é a. Um outro quadrado tem a medida dos
seus lados b, com b maior que a, e tal que um dos seus vértices é fixo em
O e gira em torno de O. Qual deve ser a posicao do quadrado maior para
que o perimetro da parte comum dos dois quadrados seja minimo?

Proposto por Jucavo Savie Rocha, mestrando UFSC. Sejam 16 cartas de
baralho, do valete ao ds ( J,Q,K,A) e dos quatro naipes (Ouro, Espada,
Copas,Paus), todas distintas. Disponha essas 16 cartas em um quadrado
quatro por quatro de forma que em nenhuma linha, coluna ou diagonal
se repitam duas cartas de mesma letra ou mesmo naipe.

Proposto por César Raitz, UFSC. Os lados de um tridngulo medem re-
spectivamente 6 cm, 8 cm e 10 cm. Um disco de raio 1 cm rola no interior
do tridngulo sempre tangente em pelo menos um dos lados do tridngulo.
No momento em que o centro dos disco chega na posigao inicial de partida,
depois de ter feito uma volta completa no triangulo, qual é a distancia
que ele percorreu?

Proposto por Lucas Spillere Barchinski, graduando UFSC. Qual a proba-
bilidade de amigo oculto com n pessoas dé certo ( ou seja, ninguém pega
a si mesmo)?

Proposto por Fabiano Carlos Cidral, graduando UFSC. Prove que todo
subconjuto de 1003 elementos do conjunto A = {1,2,3,...,2004} possui
pelo menos dois elementos cuja soma é igual a 2005.

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



120 Problemas propostos

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



o

Se

Outras
Olimpiadas




122 Outras olimpiadas

Revista da ORM/SC n° 3, 2006



123

Resultados de alunos de SC em outras Olimpiadas

Resultados na OBM

2004

Nivel 01
Renan Henrique Finder (Joinville) - Medalha de Prata
Vitor Costa Fabris (Criciima) - Men¢ao Honrosa

Nivel Universitario
Giuliano Boava (UFSC - Florianépolis) - Mengao Honrosa
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Envio de Problemas e Solucoes

A segao de problemas propostos e solugoes é uma se¢ao dinamica. Con-
tribua propondo problemas e enviando-nos suas solucoes de qualquer prob-
lema proposto. Os problemas ndo devem exigir, de preferéncia, contetidos de
matematica de nivel universitario, porém podem ter solugoes alternativas us-
ando estes conteudos.

Envio de Artigos

Professores do ensino fundamental e médio, professores universitarios, bem
como alunos de graduacao e pds-graduacao estao convidados a enviar seus
artigos para a revista.

Artigos submetidos para publicacao serao analisados pela comissao edi-
torial. Os artigos devem abordar os temas de forma clara e nao eminente-
mente técnica e nao devem necessitar, como pré-requisitos, conhecimentos de
matematica de nivel universitario.

Nao hé exigéncia de um editor de texto em particular mas, caso o autor
conheca e utilize o ITEX, entao o artigo podera ser submetido neste formato.

Cadastramento

Diretores, coordenadores e professores de matematica que desejarem que
seus alunos participem das olimpiadas (OBM e ORM) podem cadastrar suas
escolas entrando no nosso site ou entrando em contato diretamente conosco
(ver abaixo).

Alunos interessados em participar das olimpiadas de matematica podem
consultar nosso site para verificar se a sua escola estd cadastrada. Caso contrario,
devem solicitar a seus professores de matematica que cadastrem a escola. Lem-
bramos que as olimpiadas de matematica sao feitas para os alunos, nao sendo
uma competicao entre escolas. Assim sendo, espera-se que as escolas estimulem
seus alunos a participar e que, no minimo, apoiem aqueles alunos que assim o
desejarem.

Como adquirir a revista

Esta revista esta sendo distribuida gratuitamente a diversas escolas do es-
tado de Santa Catarina (um exemplar por escola). Escolas que ndo receberam
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a revista podem nos solicitar o envio da mesma.

Erramos

Na Revista n°2, tém-se as seguintes alteragoes:
i) Na pdgina 103, onde se 1& (a — b)? < 0, deve-se ler (a — b)? > 0;
ii) Na pagina 116, onde se 1é F24 = 224 4 1, deve-se ler Foy = 22" 4 1.

Fale Conosco

Entre em contato conosco para esclarecer sua dividas, dar sugestoes ou
fazer corregoes por:
— Nosso site: www.orm.mtm.ufsc.br
— Telefone/Fax: (48) 3316809 (PET - Matemética)
— e-mail: orm@pet.mtm.ufsc.br
— Endereco: PET - Matematica
Departamento de Matematica - CFM
UFSC
Campus Universitdrio - Trindade
88040-900 — Floriandpolis/SC
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