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Problema 1. O jogo das luzes é composto por um tabuleiro 3 x 3 com nove botdes numerados de 1 a 9 que
podem estar acesos ou apagados. O tinico movimento permitido no jogo é apertar um botao aceso. Toda vez
que um movimento é realizado, o botao que foi apertado apaga e os botdes que possuem algum lado comum
com o botao apertado se invertem, isto é, os acesos se apagam e os apagados se acendem. Por exemplo, na
figura abaixo (em que os botdes acesos sdo os que estdo sombreados) foram efetuados dois movimentos:

Botio 5 Botdo 6
pressionado pressionado

O jogo termina quando todos os botdes sao apagados. Mostre que é possivel terminar o jogo partindo de qual-
quer configuracdo do tabuleiro em que apenas um botdo esta aceso.

Resolugao: Observe que pela simetria do tabuleiro precisamos analisar somente 3 casos:

e Caso 1: Botao 5 aceso. Neste caso podemos apertar os seguintes botoes, nesta mesma sequéncia: 5, 2,
8,4¢e6.

Bot_af5
213
Botao 4 Bota06
7 H 789

e Caso 2: Botdo 7 aceso (que é a mesma anélise de quando os botoes acesos sdo o 1,3 ou 9). Neste caso,
apertamos nesta ordem, os botoes 7,8,4,1,9,2,8,4 e 6.

1123 1 3

4 5 6 Botao 7 5 6 Botao 8
—

- BE

Botao 1 Botao 9
— —
1 3
Botao 4 Botao 6
— —
7 9
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e Caso 3: Botao 8 aceso (que é a mesma analise de quando os botoes acesos sdo o 2, 4 ou 6). Neste caso,
apertamos os botoes 8,5,8,2,1 e 3.

Botao 8

—

Botao 2 Botao 1 415 Botao 3

— —

Problema 2. Determine o algarismo das unidades do ntimero 1° + 2° + 3% + - - - + 2013 + 2014° + 2015°.

Resolucao: Note que para quaisquer niimeros naturais n e m temos que

4 2

n® 4+ m® = (n4+m)(n* — n®m 4+ n?m? — nm® + m?). (1)
Agora considere as somas (15 + 2014%), (2% + 2013%), ..., (1007% + 1008°) e observe que, de (1), todas elas sio
multiplas de 2015, ja que 1 + 2014 = 2015,2 + 2013 = 2015, ...,1007 + 1008 = 2015 e, portanto, todas sao
multiplas de 5.

Agora, se n+m = 2015, entdo um dos nimeros n e m deve ser par e o outro deve ser impar. Vamos analisar

cada um dos possiveis casos.

e Caso 1: n é par e m é impar.

4 2 4

— nm? também serd par e como m é impar, m* serd impar. Logo,
L —ndmAn?m? —nm® +m?*)

Se n é par, entdo n* — n3m + n’m
n* —n?m+n?m? —nm3 +m* é impar, donde segue que o produto (n+m)(n

é impar e, portanto, o algarismo das unidades de n° 4+ m?> é 5.

e Caso 2: n é impar e m é par.

2 4

serd impar. Logo,
2 _nmd3 +mh)

Se m é par, entdo —n3m + n?m? — nm? + m* também sera par e como n é impar, n
n* —n3m+n?m? —nm3 +m? é impar, donde segue que o produto (n+m)(n* —n3m+n2?m

é impar e, portanto, o algarismo das unidades de n® +m? é 5.

4 =
Por fim, observe que temos = 1007 pares de somas do tipo n®+m?> em 1° +25 4354 .. +2013°4-2014°,
entdo 1° + 2% 4+ 3% 4 - .- 4+ 2013% 4 2014° tem algarismo das unidades igual a 5 e, portanto,

15 4+ 25 4 3% + .-+ +2013° + 2014° + 2015°

tem algarismo das unidades igual a 0.

Problema 3. Se z é um namero real, denotamos por |z| o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo,
|4,12] =4, [-3,5] = —4 e [10] = 10. Considere a funcio f, definida para todo nimero inteiro n > 1, dada

por
n

Fn) =n+ bJ

(a) Mostre que, para todo inteiro k > 0, o nimero 3k + 2 nao pertence ao conjunto imagem de f.
(b) Mostre que, se m e n sdo nameros inteiros maiores que 0 tais que f(m) = f(n), entdo m = n.

Resolucgao:

(a) Seja n um namero inteiro maior ou igual a 1 qualquer, entdo pelo algoritmo da divisdo euclidiana sabemos
que existe um tnico namero inteiro k& de modo que n = 2k ou n = 2k + 1. Observe que o fato de n ser um
numero inteiro maior ou igual a 1 implica em k ser um ntmero inteiro maior ou igual a zero. Agora vamos
analisar as duas possibilidades:

e Caso 1: Se n = 2k, entao

F(n) = F(2k) = 2k + f:J = 2k + k = 3k.
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e Caso 2: Se n =2k + 1, entao

1 1
f(n)=f(2k+1)=2k+1+ fk; J=2k+1+ {k—&—QJ =2%+1+k=3k+1.

Logo, para todo inteiro k& > 0, o numero 3k + 2 nao pertence ao conjunto imagem de f.

(b) Sejam m e n nimeros inteiros maiores que 0 tais que f(m) = f(n). Precisamos mostrar que m = n.

Sabemos do algoritmo da divisao euclidiana que existem tnicos nimeros inteiros ¢ e r de modo que:

(a) m=2qoum=2g+1e
(b) n=2roun=2r+1.

Agora vamos analisar cada uma destas possibilidades:
e Caso 1: Se m = 2q e n = 2r, entdo temos que

2 2
f(n):f(m):>2q+{2qJ :2r—|—{;J =2q+q=2r+r=3¢=3r=q=r=m=n.

e Caso 2: Se m = 2q e n = 2r + 1, entdo temos que

2r +1

fn) = f(m) = 2q+f;J:2r+1+L
= 3¢=3r+1=3(¢g—r)=1,

J:>2q—|—q:27‘+1—|—7’

0 que é um absurdo, pois 3 nao divide 1.
Portanto, se m = 2q e n = 2r + 1, entdo ndo é possivel que f(m) seja igual a f(n).
e Caso 3: Se m = 2q + 1 e n = 2r, note que a conclusdo sera a mesma que no caso 2.

e Caso 4: Se m=2g+1en=2r+1, entdo temos que

2r+1
fn)=f(m) = 2¢q+1+ J=2r+1+{2J:>2q+l+q:2r+l+r

= q+1l=3r+1l=qg=r=m=n.

2¢+1

Portanto, se m e n sdo ntmeros inteiros maiores que 0 tais que f(m) = f(n), entdo m = n.

Problema 4. Um retangulo ABCD é denominado bicircular se existem duas circunferéncias de centro O e P,
contidas nesse retangulo, satisfazendo as seguintes condi¢oes:

(i) A circunferéncia de centro O é tangente aos lados AB e AD do retangulo.
(ii) A circunferéncia de centro P é tangente aos lados BC' e C'D do retangulo.

(iii) As duas circunferéncias sdo tangentes entre si.

Um exemplo de retangulo bicircular é mostrado na figura abaixo.

B

(a) Mostre que, para uma retangulo bicircular dado, a soma dos raios de duas circunferéncias satisfazendo as
condigoes acima é constante, independente da escolha das circunferéncias.

(b) Nas condigbes do enunciado, mostre que se os pontos 4, O, P e C forem colineares, entdo ABCD é um
quadrado.

Resolucgao:

(a) Sejam AB = a, BC = b, R o raio da circunferéncia de centro O e r o raio da circunferéncia de centro P.
Observe que os pontos O, P e T' (ponto de tangéncia das duas circunferéncias) sio colineares. Além disso,
OTl'=Re PT =r.
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A

Se F é o ponto de tangéncia da circunferéncia de centro O com o lado AD, e se F' é o ponto de tangéncia
da circunferéncia de centro P com o lado CD, entao a reta OF é perpendicular ao lado AD e a reta F'P é
perpendicular ao lado C'D. Assim, essas duas retas sdo perpendiculares entre si cruzando-se no ponto G.

Agora note que
OG=FEH—-OE-GH=a—R—-r=a—(R+r),

PG=FI-FP-GI=b—-r—R=b—(R+7).
Pelo teorema de Pitagoras, aplicado no tridngulo AOGP, temos:

OP?=0G?+ PG? = (R+7)?=la— R+ +[b— (R+n)>

Resolvendo esta equagao em R + r obtemos:

R+r=(a+b)+x v2ab,

que depende somente de a e b e, portanto, é constante.

Observagao: R+ r = (a+b) + v/2ab ndo é uma solucdo possivel, ja que este valor é maior que o tamanho
da diagonal do retangulo.

(b) Se A,0, P e C sao colineares, entao temos que POG = CAB. Asgsim,

PG _BC _ b
OG AB a’
b— b
ou seja, 5 = —, onde S = R+ r. Isso nos da
a—S a

ab—aS = ab — bS,

ou seja, a = b. Logo, ABCD é um quadrado.

Solugao alternativa para o item (b):

D
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Note que AFOX e PFCY sao quadrados, logo os angulos OAX e CPY medem 45°. Como A,0,P e C
sdo colineares, segue que POG também mede 45°. Assim, AC é a diagonal de um retangulo que forma com

BC
a base um angulo de 45°, portanto 1 = tg(45°) = D’ donde segue que AB = BC e, portanto, ABCD é
um quadrado.
Problema 5. Sejam n e k nameros naturais, com k < n, e seja X um conjunto com n elementos. Escolhendo
aleatoriamente dois subconjuntos A e B de X, calcule a probabilidade de a intersec¢ao entre A e B possuir k
elementos.

Resolugao: Observe que ha 2™ possibilidades de escolha para o conjunto A, assim como para a escolha do
conjunto B. Logo, ha 2™ - 2™ = 4™ possibilidades de escolha para o par (A, B).

Contemos, agora, quantas destas escolhas satisfazem a condi¢do que o nimero de elementos de A interseccao
Bék.

Ha (Z) maneiras de escolher k£ elementos de X. Fixe uma dessas escolhas. O nimero de formas de escolher
(A, B) de modo que a interseccio entre eles seja exatamente essa escolha fixada ¢ 3", De fato, para os k
elementos fixados, obrigatoriamente todos devem pertencer a A e B. Para os outros n — k elementos de X, para
que tais elementos nao estejam na interseccao de A e B, devemos ter que cada um desses elementos:

i) pertence a A e ndo pertence a B ou,
ii) nao pertence a A e pertence a B ou,

iii) ndo pertence a A e nio pertence a B.

Portanto, para cada um dos n — k elementos de X que nao pertencem a interseccao de A e B temos trés
possibilidades, resultando num total de 3" ~* possibilidades.

Por fim, concluimos que o nimero de escolhas tais que o numero de elementos da interseccdo de Ae B é k é
() -3"*. Lembrando que a probabilidade de um evento A ocorrer é dada pela razio entre o nimeros de casos
favoraveis a A e o numero total de casos, temos que a probabilidade pedida é

(1) -3
4n ’
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